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Streszczenie

W niniejszej pracy zbadano co widzi kosmonauta, ktéry opada na czarng dziure. Znale-
ziono zerowe krzywe geodezyjne, a takze calki ruchu dla metryki Schwarzschilda. Do opisu
geodezyjnych wykorzystano funkcje Weierstrassa p. Nastepnie wyznaczono ugiecie promieni
swietlnych w ukladzie dalekiego obserwatora oraz stozek graniczny (wyznaczajacy promie-
nie, ktére emitowane przez obserwatora wpadna do czarnej dziury) w ukladzie obserwatoréw
nieruchomego oraz ruchomego.

W efekcie otrzymano zaleznosci rozmiaréw katowych czarnej dziury widzianej przez ob-
serwatora (zaréwno opadajacego jak i spoczywajacego nad czarng dziura).
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Wstep

Ogodlna teoria wzglednosci byta niewatpliwie przelomem w fizyce. Réwnania Einsteina podane
po raz pierwszy w [4] maja nastepujaca postaé:
1 8tG

Ry — §gabR = CTTabp

gdzie R, jest tensorem Ricciego, g, — metryka, R — skalarem Ricciego, T, — tensorem
energii-pedu, natomiast c oraz G sa stalymi fizycznymi, odpowiednio predkoscig swiatta oraz
stala grawitacji.

Niedlugo po opublikowaniu tej przelomowej pracy, Karl Schwarzschild podal [6] rozwia-
zanie rownan Einsteina, ktore jest sferycznie symetryczne. Mimo, ze jest to jeden z najprost-
szych przypadkéw, okazuje sie, ze bardzo dobrze opisuje on zakrzywienie czasoprzestrzeni
wokoét obiektéw sferycznie symetrycznych — gwiazd oraz planet, stad jest czesto wykorzy-
stywany do modelowania rzeczywistosci.

O ile wspotczesnie badania skupiaja sie na kwantowej teorii grawitacji, uwazam ze ,kla-
syczna” teoria wzglednosci pozostaje nadal ciekawa, poniewaz na co dzien nie obserwujemy
bezpoérednio efektéw tej teorii. Efektéw, ktore sa sprzeczne z intuicja, ktéra uksztaltowata sie
pod wplywem nieduzego (ziemskiego) pola grawitacyjnego. Zagadnienie jest tym bardziej in-
teresujace, ze nic nie wskazuje na to, zeby tytutowe pytanie w najblizszej przysztosci uzyskato
odpowiedZ zdobyta za pomocg doswiadczenia.

Celem pracy jest znalezienie obrazu nieba, ktore widzi kosmonauta opadajacy na czarna
dziure o masie M. Przyjmuje, ze Swiatto jest emitowane jedynie przez bardzo odlegle gwiazdy
i pomijam wielokrotne obrazy obiektow. Czarna dziura nie rotuje, zatem metryka opisujaca
zakrzywienie czasoprzestrzeni jest metryka Schwarzschilda:

1—26M 0 0 0
0 —t2ewr 0 0
Jab = c2r )
0 0 —r2 0
0 0 0 —r2sin%0

Z%M to promien Schwarzschilda. W dalszej czedci

gdzie M jest masa czarnej dziury, natomiast
pracy przyjmuje konwencje, ze G = ¢ = 1.

W pierwszym rozdziale z zasady wariacyjnej wyprowadzona jest zaleznos¢ na zerowa linie
geodezyjna, wyznaczono calki ruchu dla metryki Schwarzschilda oraz przedstawiono linie
geodezyjne za pomoca funkcji Weierstrassa .

W drugim rozdziale opisane sa efekty, ktére moze obserwowaé obserwator (kosmonauta
lub obserwator daleki), czyli kat ugiecia $wiatla, kat ugiecia, ktéry widzi kosmonauta oraz
to co widzi kosmonauta opadajacy na czarng dziure. Na koniec zostaly wykreslone rozmiary
katowe czarnej dziury, jakie widzi obserwator spoczywajacy nad czarna dziura oraz wpadajacy

do czarnej dziury.







Rozdzial 1

Linie geodezyjne

1.1. Geodezyjne

Niech z%(7) bedzie krzywa niezerowa. Diugo$¢ infinitezymalnego elementu tuku (parametry-
zowang zmienna 7) w zakrzywionej przestrzeni opisywanej metryka g,, wyraza si¢ wzorem:

dz® dzb

ds = bh—— ——
5 gdedT

dr =" \dr. (1.1)

Aby znalez¢ lini¢ geodezyjna, czyli lini¢ o (lokalnie) ekstremalnej diugosci, taczaca punkty A
oraz B nalezy skorzystaé¢ z rownan Eulera-Lagrange’a dla nastepujacego Lagranzianu
L(z,2') = \/|gapz®'z?|, (1.2)
. _ dx®
gdzie 2 = .

Na podstawie réwnania (1.1) mamy

de®  1dz® z

e W W (13)
Roéwnania Eulera-Lagrange’a maja postacé:
d oL oL
dr 0z Oz’
W zwiazku z czym
4 ;f B gf ot (gb;;cb'>_gbc,a2x;'xc' ) 2 5+ 2 — ). (1)

W ostatnim przeksztalceniu zmieniona zostala parametryzacja. Odtad tor bedzie parametry-
zowany dtugoscia tuku s.
Korzystajac z symetrii w b i ¢ z réwnania (1.4) dostajemy:

(gba,c + gca,b)ibic + 2gdafid - gbc,ai‘bic = (gba,c + YGeab — gbc,a)ibﬂbc + 29da:i'da
co jest rownowazne (po podzieleniu przez 2):

0 = Dgped’i® + gaad® < &% + % 205 = 0. (1.5)



Wprowadzona wielko$¢ nazywamy symbolem Christofella i definiujemy w nastepujacy
sposéb:

1
Fabc = §(gba,c + Gba,b — gbc,a)~

Réwnanie (1.5) mozemy zapisaé w nastepujacej postaci, uzywajac u® = z¢, gdzie u® jest
czteropredkoscia:
w® 4+ T% ulu’ = 0. (1.6)

Jako, ze kropka oznaczamy rézniczkowanie wzdluz krzywej, rownowazny bedzie nastepujacy
zapis

uQqu’ + T uub = 0,
gdzie u*0, oznacza pochodng styczng do krzywej. Stosujac w tym wyrazeniu definicje pochod-
nej kowariantnej otrzymujemy schludne wyrazenie opisujace geodezyjne w czasoprzestrzeni:

uVul = 0. (1.7)

Zakladamy, ze przyjmujac dodatkowe zalozenie u,u® = 0, réwnanie (1.7) opisuje takze
geodezyjne zerowe, ktére interpretujemy jako promienie swietlne w czasoprzestrzeni.

1.2. Wielkosci zachowane

Wigkszosé fizycznie ciekawych czasoprzestrzeni opisywana jest przez metryki posiadajace
wiele symetrii. Metryka Schwarzschilda doskonale opisuje czasoprzestrzen w przypadku niero-
tujacej czarnej dziury. Latwo zauwazy¢, ze 6w metryka nie zalezy od czasu oraz jest sferycznie
symetryczna.

Zgodnie z twierdzeniem Noether symetriom towarzysza wielkosci zachowane. Znajac sy-
metrie metryki i wyznaczajac zwiazane z nimi stale ruchu mozna zwykle uproéci¢ rachunki,
gdyz operowanie bezposrednio réwnaniem (1.6) bywa zmudne. W tym celu wygodne bedzie
zdefiniowanie nastepujacego obiektu.

k® jest wektorem Killinga, jezeli spelnia rownanie Killinga:

V(akb) =0& Vyikp + Vipk, = 0. (1.8)
Mozna tatwo pokazad, ze jezeli k® istnieje, to metryka sie wzdluz niego nie zmienia:
0= vakb + vbka = Va(gbckc) + vb(gackc) = gbcvakc + gacvbkc + kcvcgab = ﬁkgabu

gdzie skorzystano z tego, ze pochodna kowariantna metryki wynosi zero. Operator L oznacza
pochodna Liego wzdluz pola wektorowego k%. Zatem skoro pochodna Liego sie zeruje, to
znaczy, ze metryka przenoszona wzdluz pola Killinga sie nie zmienia.

Szczegblnie pomocny okazuje sie nastepujacy lemat.

Lemat 1. Niech v bedzie krzywq geodezyjng, k® wektorem Killinga, natomiast u® — wektorem
stycznym do . Wtedy iloczyn skalarny gepk®u® jest staly wzdiuz ~.

Dowdd. Wektor k% spelnia réwnanie (1.8), z ktérego wynika:
Vaky = —Vipk,. (1.9)
Ponadto z definicji krzywej geodezyjnej wiemy, ze

uVau’ = 0. (1.10)



Jezeli iloczyn skalarny jest staly, to jego pochodna wzdluz krzywej jest réwna zeru.

ucvc(gabk“ub) = uCVC(gabka)ub + ucvc(ub)gabka =

_ uch(k’b)ub + ucvc(ub)kb (120) ucvc<kb)ub (1:9) —uch(kc)Ub (léO)
= UV (ke)u® — uVy(u)ke = —uVy(gack u®).
Stad
ucvc(gabkaub) = _ubvb(gackauc)'
Czyli

UCVC(Qabkaub) = 0= gak®u’ = const.
O

Powyzszy lemat zostanie wykorzystany w nastepnym rozdziale do wyznaczenia zerowych
geodezyjnych.

1.3. Calki ruchu

Niech z%(s) = (t(s),7(s),0(s),#(s)) bedzie geodezyjna zerowa. W metryce Schwarzschilda
wektory ki = 0% oraz kj = 0% sa wektorami Killinga, zatem zgodnie z lematem 1 ich
iloczyny skalarne z czteropredkoscia

dz®

LYY
U ds (7T7 7¢)

sg state na geodezyjnych. Wyznaczone w ten sposob catki ruchu wynosza:

. 2M
kfug = 6%uq =t (1 — ) = F = const,

r

kgua = 6%uq = —r2¢ = —L = const, (1.11)

gdzie dla duzych r stale EF i L interpretujemy jako energie i moment pedu na jednostke
masy spoczynkowej. Ruch bedzie odbywat si¢ w plaszczyznie, zatem mozna przyjac 0 = 7,
co implikuje 6 = 0 oraz sinf = 1.

Dodatkowy warunek wynika z faktu, ze wektor czteropredkosci dla krzywej zerowej ma

dhugosé zero:

) oM oM\t . L2 oM
0 = uqu® = <1—>—f«2 (1—> — P e 0=E" -/ = (1—). (1.12)
T T T T

Z réwnan (1.11) oraz (1.12) dostajemy:

2
,-,Q_Ez_L( _2M>’ (1.13)
L

(1.14)



(a)
(b) . (c)
| ( d) I,,/ i \\ (e)
0 5 r
2M  3M
II

Rysunek 1.1: Wykres potencjatu efektywnego Veg w funkcji wspoélrzednej r. Na wykresie
zaznaczono trajektorie promieni $wietlnych (a),(b),(c) oraz (d) dla réznych parametréw zde-
rzenia. Czarng linig zaznaczono horyzont zdarzen, natomiast przerywana — orbite fotonowa.
Kropka zostalo oznaczone maksimum potencjatu Veg.

ktéry zachowuje sie tak jak potencjal efektywny znany z rozwazan w mechanice klasycznej.
Wygodnie jest wprowadzi¢ wielkos¢ b = % zwana parametrem zderzenia. Na rys. 1.1 przedsta-
wiono wykres potencjatu efektywnego Vog z naniesionymi trajektoriami promieni Swietlnych,
ktére réznig sie wartoscig parametru zderzenia.

Dla malych wartosci parametru zderzenia (linia (a) na rys. 1.1), promien $wietlny jest
pochtaniany, tzn. wpada pod horyzont.

Maksimum potencjatu wystepuje dla r = 3M. Odpowiada to réwnowadze niestabilnej.
Odpowiednio dobierajac parametr zderzenia mozna sprawié, ze $wiatto porusza si¢ po okregu.
Orbita ta nazywana jest orbitg fotonowa. Jakiekolwiek zaburzenie ruchu fotonéw na éw orbicie
skutkuje jego spadkiem na czarna dziure (linia (b)), badZz oddaleniem si¢ do nieskonczonosci
(linia (c)).

Linia (d) odpowiada trajektoriom znajdujacym sie ponizej orbity fotonowej, natomiast
linia (e) — trajektoriom promieni ugietych.

Dzielac stronami réwnania (1.13) oraz (1.14) otrzymujemy nastepujace réwnanie réznicz-

kowe: ) A ) )
dr\* 7 s L 2MN\ _ (ENT 4 o
() (22 (-2 - (E) v

z ktérego mozemy wyznaczy¢ tor promieni Swietlnych.
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1.4. Opis zerowych geodezyjnych przy uzyciu funkcji Weier-
strassa o

Wygodna jest jednak inna forma réwnania (1.15). Dokonajmy nastepujacego podstawienia:

; (1.16)

ktére doprowadzi nas do réwnania:

dy\* | 1 EM\?
de 12 216 2L
~—~

g3

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja eliptyczna Weierstrassa y = (¢ + ¢o) z parame-
trami g9, g3 oraz ¢g = const. Ten ostatni bedzie wygodnie opisywaé za pomocsg parametru

zderzenia;:
(L (EM) (L (M) (1.17)
93 =\ 216 oL “ 216 \28) |- '

Korzystajac z zaleznosci (1.16) taczacej y oraz r otrzymujemy:

-1
r(¢) = % (@((b + ¢o) + 112> : (1.18)

W réwnaniu (1.18) czeéé rzeczywista stalej ¢y moze byé pominieta w argumencie funkcji g
(powoduje ona jedynie obrét trajektorii).
Funkcja Weierstrassa p jest definiowana nastepujacym réwnaniem [3]:

(2) 1 n Z { 1 1 }
2)=— —
v 22 (z — 2mwy — 2nw9)?  (2mwy + 2nw9)? )’

m,n

gdzie wartosci m i n przebiegaja przez wszystkie liczby catkowite, ale nie moga réwnoczesnie
sie zerowac. Jak juz wczesniej zostato powiedziane funkcja ta spelnia nastepujace réwnanie
rozniczkowe:

0 (2) = 49°(2) — g20(2) — gs, (1.19)
1

gdzie g2 = 13, a g3 jest zdefiniowane w (1.17). Prawa strona réwnania (1.19) jest wielomianem
trzeciego stopnia i z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze mozna go przedstawi¢ w
nastepujacej postaci

p'%(2) = 4p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3),

gdzie e1, e, e3 sa pierwiastkami wielomianu. Jezeli wszystkie trzy sa rzeczywiste, to przyjmuje
sie, ze e] > e2 > es, natomiast jezeli jeden jest rzeczywisty oznaczany jest es. Dwa pozostate
pierwiastki sa zespolone i ze soba sprzezone. Ze wzoréw Viete’a dla wielomianu trzeciego
stopnia mamy:

e1t+es+e3=0

gs = 4616263

go = —4(e1ea + ezez + ezer) = 2(e? + €3 + €3).
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Funkcja Weierstrassa p(z) jest funkcja dwuokresowa, tzn. dla pélokreséw w; € R oraz
ws € iR funkcja ma nastepujaca wlasnosé:

p(z +2w1) = p(z + 2w3) = p(2).

Potokresy wyrazaja sie za pomocs nastepujacych wzordw:

/°° dt
w1 = ’
el \/4t3 — ggt — 33

es dt
e Z/—OO Vs + gat — At3
Ponadto zachodzi
plwi) = e,
¢ (wi) =0,
gdzie wprowadze oznaczenie wo = —wi — Ws.

Dla ustalonej masy czarnej dziury wszystkie krzywe zerowe mozna opisa¢ za pomoca
jednej tylko zmiennej — parametru zderzenia b. W zaleznosci od jego wartosci mamy do
czynienia z réznymi sytuacjami, co zostalo pokazane na rysunku 1.2. [5]

Wprowadzmy nastepujaca wielko$é pomocnicza:

A = g3 —2743.

W zaleznoéci od znaku wyréznika A mamy do czynienia z réznymi przypadkami.
Jezeli A > 0 to parametr zderzenia jest mniejszy od parametru krytycznego (rys. 1.2(a))

M
(o) =15~
5 T 20(0)
Dla A = 0 parametr zderzenia przyjmuje wartoéé¢ krytyczna b, = 3v/3M. Funkcja p
redukuje sie do funkcji elementarnej i dostajemy zalezno$é na r(¢):

1 2e4 \ 7
r(¢) = (3]\4 + M(e¢—1)> ;

dla obszaru r < 3M oraz w pozostalej czedci przestrzeni:

2M
r(¢) = —————.
@)= ) -1
Funkcje te sa narysowane na rys. 1.2(b) oraz 1.2(c).

Gdy A < 0, wtedy parametr zderzenia jest wiekszy od parametru krytycznego. Odpowiada
to sytuacjom fizycznym, gdy geodezyjna konczy sie i zaczyna w osobliwosci lub konczy sie
i zaczyna w nieskonczonosci. Pierwszy przypadek jest opisywany za pomoca nastepujacej
funkcji: o
%) § +20(0)

a trajektoria jest przedstawiona na rys. 1.2(d).
Drugi przypadek jest opisany za pomoca funkcji (rys. 1.2(e)):

M
") = T et )

W niniejszej pracy najistotniejsze sa geodezyjne (a), (c), (e), czyli te, ktére zaczynaja sie
w nieskonczonosci.

12



(a) Geodezyjna zerowa o parametrze zderze- (b) Geodezyjna zerowa o parametrze zderze-
nia b = 5,195M, nieco mniejszym od parame- nia b = 3v/3M, réwnym parametrowi krytycz-

tru krytycznego by;.

nemu by,, opadajace z orbity fotonowej na ho-

ryzont.

(c) Geodezyjna zerowa o parametrze zderze- (d) Rysunek przedstawia trajektorie geode-
nia b = 3v/3M, réwnym parametrowi krytycz- zyjnych zerowych, ktére zaczynaja sie i koricza,
nemu by,, opadajace na orbite fotonowsg z nie- na osobliwosci.

skonczono$ci.

(e) Ugiecie promienia $wietlnego o parametrze zderzenia b = 10M.

Rysunek 1.2: Rysunek przedstawia geodezyjne dla réznych wartosci A, a co za tym idzie
réznych wartoéci parametru zderzenia. Szarym kotem zaznaczono horyzont zdarzen.
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Rozdziatl 2

Obserwowane efekty

2.1. Kat ugiecia

Promienie, ktére padaja na czarng dziure z nieskonczonosci z parametrem zderzenia wiekszym
od parametru krytycznego (przedstawione na rys. 2.1) sg uginane pod nastepujacym katem

1=l ()

Zalezno$¢ kata ugiecia od parametru zderzenia przedstawiono na rys. 2.2. Wykres zgadza
sie z intuicja, poniewaz dla duzych wartosci b kat ugiecia maleje do zera — daleko od czarnej
dziury promienie nie powinny by¢ przez nig uginane. 7 kolei, gdy parametr zderzenia dazy do
wartosci krytycznej by, = 3v/3M, wartoéé kata ugiecia dazy do nieskonczonoéci. Odpowiada
to sytuacji, gdy promien porusza sie po okregu na orbicie fotonowej.

— .

2.2. Kat ugiecia w ukladzie nieruchomego kosmonauty

Bieg promieni $wietlnych mozna odwracac¢, wiec promieniom, ktére przychodzg z nieskonczo-
noéci odpowiadaja promienie wysytane do nieskonczonosci. Trajektorie pokazane na rysun-
kach 2.4 oraz 2.5 zostaly wyrazone we wspotrzednych dalekiego obserwatora i odpowiadaja
promieniom wysytanym pod pewnym katem. Wszystkie katy liczymy w taki sposéb, aby frag-
ment plaszczyzny okreslony przez wybor kata nie zawieral punktu » = 0 (kat mierzymy tak
jak zaznaczono na rys. 2.3 — od dodatniego kierunku r).

Latwo zauwazy¢, ze istnieje pewien graniczny kat «, pod ktérym wystany promien wleci do
czarnej dziury. Promienie wysytane pod tym katem tworza graniczny stozek. Kat a mozna
wyznaczy¢ rysujac styczng do geodezyjnej w punkcie, w ktéorym znajduje sie kosmonauta.
Nie bedzie to jednak kat przez niego zmierzony, a jedynie kat wyznaczony przez dalekiego
obserwatora. Zeby wiedzie¢ co widzi i jaki kat graniczny zmierzy kosmonauta odlegly o d od
czarnej dziury, nalezy przejéé¢ do jego ukladu, ktéry jest lokalnie ptaski. Transformacja jest
wyrazona wzorami:

- 2M
dt =/1— —dt,
T
JF — dr
1_ 2M



Rysunek 2.1: Rysunek przedstawia ugiecie promienia $wietlnego o kat . Parametr zderzenia

b dla promienia jest réwny 10M, gdzie M to masa obiektu tworzacego czarna dziure. Szarym
kotem zaznaczono horyzont zdarzen.

Predkosé¢ $wiatta w ukladzie dalekiego obserwatora mozna roztozyé na czesé radialng:

2
BN YA e
dt r 72 r

oraz na czes¢ transwersalna;

Predkosci te mozna wyrazi¢ w uktadzie kosmonauty:

dr 1 dr b2 2M
p= e = =y 1 — — (1= ),
T 2M i \/ 72 ( r )
N do r b oM
ST AN 1-=-)
7 bezposredniego rachunku widaé, ze

02+ 0,2 =02 = 1.
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Rysunek 2.2: Wykres przedstawia zaleznosé kata ugiecia 3 promienia $wietlnego na masie M

od parametru zderzenia b. Przerywana linig zaznaczono warto$é by, = 3v/3M.

—

r=0

Rysunek 2.3: Sposob mierzenia katoéw uzywany w niniejszej pracy.

Rozkladajac predkosé swiatta na sktadowe dostajemy:



Rysunek 2.4: Trajektorie promieni $wietlnych, ktére wypuszcza kosmonauta pod réznymi ka-
tami. Dla parametréw wiekszych od parametru krytycznego promienie wychodza do nieskon-
czonosci, dla parametru mniejszego — trajektoria konczy si¢ na osobliwosci. Linig przerywana
zaznaczono stozek graniczny.

7 czego wynika:

b 2M
& =arcsin | —/1— —|. (2.1)
r r

Kat & jest katem, pod ktérym obserwator (nieruchomy) znajdujacy si¢ w punkcie r widzi
promien $wiatta scharakteryzowany parametrem zderzenia b.
Podstawiajac do (2.1) odlegtoéé¢ d i parametr krytyczny by, = 3v/3M dostajemy wzér na
kat graniczny:
3V3M 2M

- (2.2)

Qg = arcsin

™

Zaleznos¢ (2.2) wykreslono na rys. 2.6. Dla d = 3M kat graniczny wynosi 5 — potowa
promieni wysytanych przez kosmonaute w losowych kierunkach zostanie zaabsorbowanych
przez czarng dziure. Dla duzych wartosci d kat wynosi 7, co oznacza, ze tylko promienie
wysylane radialnie na czarng dziure wpadna pod horyzont. Z kolei, gdy kosmonauta jest
blisko czarnej dziury, czyli dla d bliskich 2M prawie wszystkie promienie beda pochtoniete,
z wyjatkiem promieni wypuszczanych radialnie, w kierunku przeciwnym niz czarna dziura.
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Rysunek 2.5: Trajektorie promieni $wietlnych, ktére wypuszcza kosmonauta pod réznymi
katami, dla parametrow mniejszych od parametru krytycznego.

Fatwo wywnioskowaé, ze rozmiar katowy czarnej dziury jest opisywany wzorem
0= 2(7T - OZQ)7

co zostalo przedstawione na rys. 2.7. Wynika z niego, ze dla kosmonauty (nieruchomego)

znajdujacego sie w odlegtoéci d = 3M od czarnej dziury, zajmuje ona az pé6t niebosktonu,
powiekszajac sie stale az do momentu osiggniecia horyzontu — wtedy kosmonauta widzi ja
patrzac w dowolnym kierunku.

2.3. Obserwator w ruchu

Do tej pory rozwazane bylo co widzi nieporuszajacy sie obserwator, ktory jest umieszczony
w odlegtosci d od czarnej dziury.

Predkosé obserwatora opadajacego z nieskoficzonosci na czarna dziure zgodnie z [2] wynosi
8= % Rozmiary katowe czarnej dziury widziane przez poruszajacego sie obserwatora
mozna wyznaczy¢ dokonujac transformacji kata do uktadu wspdtporuszajacego sie.

Aberracja wedlug [1] ma nastepujaca postaé:

cosf — 3

g — V0
o8 1— Bcosb’

19



-

2 /-
A
iy

A
1
1
I
I
1
I
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
I
1
I
I
1
1
I
1
1
I

|
2M 3M

Rysunek 2.6: Rysunek przedstawia zaleznos$¢ kata granicznego g od odleglosci d nierucho-
mego kosmonauty od czarnej dziury (cienka linia). Pogrubiona linia zaznaczono podobna
zalezno$¢ dla ciala opadajacego na czarng dziure.

co mozna zapisa¢ w postaci:
o  [1+3 0
gdzie 0 jest katem mierzonym w uktadzie wspolporuszajacym sie.

Zalezno$¢ rozmiaréw katowych czarnej dziury od odleglosci opadajacego kosmonauty jest
pokazana gruba linig na rys. 2.7. Warto zauwazy¢, ze daleko od masywnego obiektu widziany
jest on jako punkt. Natomiast gdy kosmonauta zbliza sie do niego, w odlegtosci d = 2M
czarna dziura ma nastepujace rozmiary katowe:

. 1+ 0 bir 3\/§
1 2 -2 \——tg o =2r—4 =2r—4 —— | ~ 84°.
d_l}r2nM <7r arctg < 11— ﬁtg 2)) s arctg (2M) ™ arctg 5 8

Opadajacy obserwator bedzie widzial fotony o innej energii niz te wysyltane przez obiekty.
Po pierwsze wynika to z tego, ze fotony zyskuja energie w polu grawitacyjnym. Po drugie
opadajacy obserwator o duzej predkosci widzi fotony o innej czestotliwoéci — zwykle nizszej
niz energie fotonéw wysytanych przez zrédtlo.
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Rysunek 2.7: Rysunek przedstawia zaleznoéé¢ rozmiaréw katowych czarnej dziury 6 od odle-
glodci d kosmonauty od czarnej dziury (cienka linia). Pogrubiona linia zaznaczono podobna
zalezno$¢ dla ciata opadajacego na czarng dziure.
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Whnioski

W pracy wyprowadzono wzory na linie geodezyjne, calki ruchu w metryce Schwarzschilda oraz
zapisano je za pomoca funkcji Weierstrassa g. Nastepnie pokazano mozliwe trajektorie pro-
mieni $wietlnych oraz przeéledzono jak zmienia sie polozenie punktéw na niebie kosmonauty,
ktory stoi w odleglosci d od czarnej dziury, a takze kosmonauty, ktory opada na czarng dziure.
Na koniec wykreslono rozmiary katowe czarnej dziury dla obserwatoréw spoczywajacego oraz
opadajacego.

Analiza geodezyjnych zerowych przeprowadzona w pracy pokazuje, ze obrazy gwiazd ob-
serwowanych w sytuacji, gdy przed nami znajduje si¢ czarna dziura, ulegaja przesunigciu
w kierunku ,0d srodka” czarnej dziury (patrz rys. 2.4) Poza tym (jak opisano w rozdz. 2.2)
czarna dziura zajmuje coraz wiecej miejsca na niebie, przez co fragment, na ktérym sa gwiazdy
zmniejsza sie.
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