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Wstep

Wszystkie znane nam czgstki mozna podzieli¢ na dwie bardzo ogélne rodziny: fermiony, z kt6-
rych zbudowana jest materia (np. elektrony, kwarki, miony) i bozony, ktoére przenoszg oddzia-
lywania (fotony, gluony, bozony Z° oraz W*). Rodziny te odréznia tzw. spin, czyli wewnetrzny
moment pedu czastki, nie posiadajacy swojego odpowiednika w Swiecie klasycznym. Z twier-
dzenia o zwiazku spinu ze statystykq wynika [5], ze bozony obdarzone sa spinem catkowitym
(0m, 1A, 2A, ...), a fermiony majg spin potéwkowy (1/2h, 3/2F, ...). Wlasnosci tych dwdch ty-
pow czastek zasadniczo r6znig sie od siebie. Wynika to bezposrednio z faktu, ze dwa fermiony;,
w odréznieniu od bozonéw, nie moga znajdowac sie w tym samym stanie kwantowym. Fakt ten,
znany jako zakaz Pauliego, jest fundamentem teorii wigza atomowych i budowy molekut. Po-
niewaz bozony nie podlegaja zakazowi Pauliego, wiele z nich moze znajdowac si¢ w tym samym
stanie kwantowym. Obserwacja ta jest jedng z podstaw teoretycznych budowy lasera.

Na poziomie fundamentalnym cata materia sktada si¢ z fermionéw, jednak w naturalnych
warunkach tworza one stabilne czastki — nukleony. Te za$, wraz z elektronami tworzg atomy.
W zalezno$ci od rozwazanego izotopu atomu, catkowita liczba wszystkich fermionéw w atomie
moze by¢ parzysta lub nieparzysta. Jezeli jest nieparzysta, to calkowity spin atomu (suma spi-
noéw wszystkich tworzacych go fermionéw) jest potéwkowy i atom traktowany jako calos$¢ jest
fermionem. Jesli natomiast liczba fermionéw tworzacych atom jest parzysta to catly atom ma
wlasnos$ci bozonowe. Ta obserwacja oznacza, ze w warunkach, w ktérych atomy sg stabilne ma-
teria moze mie¢ rOwniez bozonowe sktadniki.

Wielkim osiggnieciem technik do§wiadczalnych konica XX wieku bylo opracowanie metod
przetrzymywania i ochtadzania gazéw atomowych do temperatur mniejszych niz milionowa
cze$¢ stopnia powyzej zera absolutnego [6, 7]. Dzieki temu mozliwe stato sie precyzyjne kontro-
lowanie uktadéw ultrazimnych atoméw i badanie ich wlasnosci w warunkach, w ktérych obja-
wiajg sie ich wlasnosci kwantowe. Pierwsze otrzymanie w roku 1995 tzw. kondensatu Bosego-
Einsteina — stanu materii, w ktérym makroskopowa liczba bozonéw znajduje si¢ w tym sa-
mym, energetycznie najnizszym, stanie kwantowym, zrewolucjonizowato rozwdj fizyki atomo-
wej [8, 9]. Doswiadczenia ostatnich lat pokazaly, ze mozliwe jest rowniez schtadzanie i badanie
réznych mieszanin atomow bozonowych i fermionowych (o tych samych, jak i r6znych ma-

sach), efektywne wytwarzanie ukladéw dwu- lub jednowymiarowych, a takze kontrolowanie
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wzajemnego oddzialtywania pomiedzy atomami w calym zakresie, tzn. od bardzo mocno od-
pychajacego, poprzez zupeinie nieoddziatujace, az do silnie przyciagajacego. Te do§wiadczalne
mozliwo$ci sprawiaja, ze temat ten jest niezwykle interesujacy z punktu widzenia teoretycznego
[10, 11]. Mozliwe jest bowiem eksperymentalne przygotowywanie uktadéw kwantowych posia-
dajacych uwypuklone pozadane cechy.

Duzym wyzwaniem do§wiadczalnym dla fizykéw byto przygotowanie ultrazimnego gazu zto-
zonego z dobrze okreslonej, niewielkiej liczby atoméw. Stato sie to mozliwe dzieki bardzo do-
kltadnemu kontrolowaniu pola magnetycznego oraz profilu wigzki laserowej, za pomoca kto-
rych modyfikowany jest ksztatt putapki, w ktérej uwigzione sgq atomy. Dostosowujac odpowied-
nio profil putapki mozna sprawic, ze wiekszo$¢ fermiondw jg opusci, a zostanie jedynie kilka
tych o najmniejszej energii, na ktérych mozna p6zZniej prowadzi¢ dalsze eksperymenty [12-18].
W celu dokonania pomiaru, w najnowszych badaniach coraz czesciej uzywane sg specjalne de-
tektory, umozliwiajgce fotografowanie pojedynczych atomoéw [19-27]. Powyzsze zdobycze tech-
niki sprawiaja, ze mozna bezposrednio porownywac zjawiska w badanym uktadzie kilku silnie
oddzialujacych fermionéw z przewidywaniami modeli teoretycznych.

Z punktu widzenia fizyki teoretycznej uktady kilku ciat sq bardzo trudne w opisie. Co prawda
dla niektorych probleméw dwdéch ciat w mechanice kwantowej znane sa doktadne rozwigzania
rOwnania Schrédingera, np. dla atomu wodoru lub dwéch czastek oddziatujacych ze soba kon-
taktowo [28]. Jednak nawet klasyczny problem trzech cial nie posiada w og6lnoSci rozwigzania
analitycznego, a opis kwantowomechaniczny posiada duzo wiekszy poziom komplikacji. Warto
wspomnie¢, ze narzucajgc pewne dodatkowe warunki i korzystajac z wyrafinowanych narzedzi
matematycznych, mozna sporadycznie rozwigza¢ problem kilku cial [29-38], zwlaszcza jezeli
posiada on pewne symetrie. Z drugiej strony, uktady sktadajace sie z wielu czastek mozna opi-
sywaé metodami fizyki statystycznej. Zagadnienia uktadéw kilku, kilkunastu czy kilkudziesieciu
cial, ktére sq za male, by zastosowac techniki statystyczne, lecz sg zbyt skomplikowane by uzy-
skac¢ rozwigzania analityczne wcigz sprawiaja pewne trudnosci. Jednym z pytan w tej dziedzinie,
na ktére pr6bowano odpowiadac to ile czastek, to juz ,wiele” [14, 39, 40].

W szerszym kontekscie, zrozumienie jak w uktadzie silnie oddziatujacych czastek tworzq sie
korelacje oraz jak zalezg one od parametrow uktadu (liczby czastek, ich statystyki, mas poszcze-
golnych sktadnikéw, oddziatywan pomiedzy nimi, etc.) moze pomoéc zrozumie¢ mechanizmy
takich zjawisk makroskopowych zachodzacych w silnie skorelowanych uktadach jak wystepo-
wanie magnetyzmu czy nadprzewodnictwo, ktérych pewne aspekty pozostaja zagadka do dnia
dzisiejszego.

Obecnie prowadzone sg doS§wiadczenia, w ktérych badane sg dwuskladnikowe uktady kilku
fermion6w o tej samej masie. Z drugiej strony nastepuje intensywna eksploracja mieszanin fer-
mionowych, w ktérych obydwa sktadniki sktadajg si¢ z r6znych pierwiastkéw, lecz kazdy z nich
ma wlasno$ci fermionowe. Precyzyjne kontrolowanie matych uktadéw jest bardzo trudne i w tej



WSTEP 4

chwili nie istniejg doSwiadczenia oparte na mieszaninie pierwiastkéw o r6znych masach. Jed-
nak wydaje sie tylko kwestig czasu opracowanie metod pozwalajacych na potaczenie dwéch wy-
zej wymienionych kierunkéw badan i uzyskanie uktadéw kilku ultrazimnych fermionéw o roz-
nych masach. W ostatnich latach byly podejmowane préby analizy teoretycznej takich uktadow,
lecz kompleksowe badania nie byly do tej pory wykonane. W nastepnych rozdziatach zosta-
nie pokazane, ze wlasno$ci uktad6w kilku ultrazimnych fermion6éw o ré6znych masach wykazuja
nie tylko iloSciowe, ale jakoSciowe r6znice prowadzace do zupetnie nowych zjawisk. Celem ni-
niejszej rozprawy jest pokazanie, ze r6znica mas w dwuskltadnikowej mieszaninie ultrazimnych

fermionow zasadniczo zmienia wlasciwos$ci uktadu.

Struktura pracy

Pierwszy rozdzial jest poSwiecony wprowadzeniu w tematyke ultrazimnych atoméw. Przedsta-
wiona historia zagadnienia przetrzymywania i chtodzenia gazéw atomowych zarysowuje szer-
szy kontekst, w ktérym nalezy umiesci¢ wyniki tejze rozprawy. Omoéwione sg takze osiggniecia
ostatnich lat, zar6wno teoretyczne jak i doSwiadczalne.

W rozdziale drugim wprowadzony zostaje model dwuskltadnikowej mieszaniny fermionow,
ktory jest badany w rozprawie. Ta konkretna posta¢ modelu jest motywowana eksperymentami
w dziedzinie uktadéw kilku cial. Nastepnie sg opisane metody numeryczne, w szczeg6lnosci
metoda Scistej diagonalizacji hamiltonianu, dzieki ktérej uzyskano wyniki opisane w pracy.

Rozdziat trzeci jest posSwiecony og6lnym wilasnos$ciom uktadéw kilku oddziatujacych cial.
Omowione w nim zostanie wielocialowe widmo energetyczne mieszaniny fermionéw w ukla-
dzie sSrodka masy oraz w uktadzie laboratoryjnym. Na przyktadzie dwucialowej funkcji korelacji
zostanie pokazane, ze ta funkcja moze zawierac¢ informacje istotng z punktu widzenia do§wiad-
czen nad ultrazimnymi gazami.

Rozdziat czwarty dotyczy zjawiska separacji profilu gestoSci jednego ze sktadnik6w obserwo-
wanego w mieszaninie dwéch rodzajow fermionéw umieszczonych w zewnetrznym potencjale.
Analizowany jest zaréwno przypadek zewnetrznego potencjatu harmonicznego jak i studni pro-
stokatnej. Separacja zachodzi tylko wtedy, gdy atomy dwoch odpychajacych sie sktadnikéw maja
r6zne masy i w og6lnosci nie jest obserwowana w uktadach posiadajacych atomy o tej samej ma-
sie. Zbadany zostanie nie tylko stan podstawowy uktadu, ale takze stan termiczny, co pozwoli na
odniesienie zaobserwowanego zjawiska do realiow eksperymentalnych.

W rozdziale piatym jest opisany mechanizm zmiany charakteru separacji profilu gestosci
czastek w przypadku adiabatycznego przelaczenia ksztaltu zewnetrznego potencjatu ze studni
prostokatnej do potencjatu oscylatora harmonicznego. Zaobserwowane nietypowe przejscie mie-
dzy r6znymi rodzajami separacji przestrzennej zostanie opisane za pomoca metod wykorzysty-
wanych w teorii przej$¢ kwantowych.
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Rozdziat sz6sty jest poswiecony doktadnemu badaniu szczegélnego przypadku uktadu zto-
zonego z czterech czastek (dwoch czastek jednego typu oraz dwéch innego). llosciowo zwery-
fikowana zostanie doktadno$¢ metody wariacyjnej zaproponowanej w [41] przez poréwnanie
wynikéw uzyskanych za jej pomocg z doktadnymi wynikami otrzymanymi za pomoca metody
Scistej diagonalizacji. Ocenie poddane zostang obserwable takie jak: profil gestosci jednociato-
wej, korelacje dwuciatowe oraz obsadzenia.

Opisane w rozprawie wyniki zostaly opublikowane w nastepujacych pracach:

* D. Pecak, M. Gajda, T. Sowinski
»Two-flavor mixture of a few fermions of different mass in a one-dimensional harmonic
trap”
New J. Phys. 18, 013030 (2016),

* D. Pecak, T. Sowinski
»Few strongly interacting ultracold fermions in one-dimensional traps of different shapes”
Physical Review A 94, 042118 (2016),

e D. Pecak, A. S. Dehkharghani, N. T. Zinner, T. Sowinski
»Four fermions in a one-dimensional harmonic trap: Accuracy of a variational-ansatz ap-
proach”
Physical Review A 95, 053632 (2017).

Ponadto jedna praca zostala opublikowana w postaci pre-printu:

e D. Pecak, M. Gajda, T. Sowiniski
»~Experimentally accessible invariants encoded in interparticle correlations of harmonically
trapped ultra-cold few-fermion mixtures”
arXiv:1703.08116 (2017).
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Historia badania zdegenerowanych gazow
kwantowych

W 1911 roku krakowski fizyk Wtadystaw Natanson wprowadzil koncepcje nierozréznialnych,
identycznych czgstek. Rozklad ich energii kinetycznych nie podlegal rozktadowi Boltzmanna,
lecz rozkladowi znanemu dzisiaj jako rozklad Bosego-Einsteina. Koncept ten zostal uzyty do
opisu przyrody oraz rozwiniety ponownie niemal dekade po tym jak tego dokonal Wiadystaw
Natanson. W 1924 roku Satyendra Nath Bose poprosit stynnego juz wéwczas Alberta Einste-
ina o przetlumaczenie jego artykutu pt. ,,Planck’s Law and Light Quantum Hypothesis”. Zainspi-
rowany artykutem Albert Einstein opisal kwantowy gaz nieoddzialujacych i nierozr6znialnych
czastek w ,,Quantentheorie des einatomigen idealen Gases”. W pracy tej przewidzial, ze w odpo-
wiednio niskich temperaturach bozony (czastki o spinie catkowitym) beda makroskopowo ob-
sadzac najnizszy dostepny stan energetyczny uktadu. Fakt istnienia przejsScia fazowego w nieod-
dzialujacym uktadzie bozonéw byt bardzo dtugo traktowany jako ciekawostka teoretyczna nie
majaca nic wspolnego z doswiadczeniem. W latach 20-tych XX wieku nie byly bowiem znane
jeszcze ukltady, w ktérych mozna zaobserwowaé nowe zjawisko nazwane kondensatem Bosego-
Einsteina.

Okres powyzszych odkry¢ teoretycznych przypadt na czas po tym jak w 1908 roku Heike Ka-
merlingh Onnes skroplil jako pierwszy na Swiecie hel. Nastepnie korzystajac z ciekltego helu,
chtodzil za jego pomocq inne materialy do temperatur rzedu 1.5 K, co pozwolito mu na odkry-
cie nadprzewodnictwa pierwszego rodzaju trzy lata p6Zniej. Mimo dostepu do najnizszych na
tamte czasy temperatur na $wiecie, uklady o temperaturach skroplonego helu nie umozliwiaty
zademonstrowania kondensacji Bosego-Einsteina. Mineto 70 lat, aby teoretyczne przewidywa-
nie zostato potwierdzone doswiadczalnie w dwéch niezaleznych grupach pracujacych nad ul-
trazimnymi gazami atomowymi w temperaturach przeszto milion razy nizszych od temperatury
cieklego helu. Za doswiadczalne wytworzenie kondensatu Bosego-Einsteina Eric Cornell, Carl
Wieman oraz Wolfgang Ketterle otrzymali w 2001 roku nagrode Nobla.
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W spos6b naturalny pojawia sie pytanie, jaki jest zwigzek miedzy ultrazimnymi gazami, a bo-
zonami oraz fermionami wystepujacymi w przyrodzie, ktére znamy jako niepodzielne czastki
elementarne. W zasadzie, w warunkach ziemskich te ostatnie nie wystepuja jako swobodne
czastki, lecz tworzg stabilne struktury: atomy. Atom jako calo$¢ moze zawiera¢ parzystg badz
nieparzystg liczbe fermionow, bedaca suma sktadajacych sie nan neutronéw, protonéw oraz
elektronéw. Catkowity spin atomu jest wiec catkowity (parzysta liczba fermionéw) lub potéw-
kowy (nieparzysta liczba fermionéw), a to znaczy, ze atom moze by¢ traktowany odpowiednio
jako zlozony bozon lub fermion. Ta wlasno$¢ pozwala opisywac odpowiednie izotopy pierwiast-
koéw za pomocg statystyki Bosego-Einsteina lub Fermiego-Diraca i jest podstawg eksperymen-
tow wykonywanych na ultrazimnych atomach.

Badanie ultrazimnych gazéw nie bytoby mozliwe bez niesamowitego postepu w dziedzinie
putapkowania i chlodzenia atomoéw [6, 7], za ktore w 1997 roku zostata przyznana nagroda No-
bla. Materialne pojemniki (np. komora pr6zniowa) maja te wade, ze ich Sciany wykonuja drga-
nia cieplne, ktore przekazuja energie atomom. Aby odizolowaé badany uktad termicznie, po-
wstaje potrzeba zaprojektowania zewnetrznych potencjaléw, ograniczajgcych ruch atoméw. Juz
w 1842 roku brytyjski matematyk Samuel Earnshaw zauwazyl, ze w pustej przestrzeni nie ist-
nieje statyczna kombinacja pdl elektrycznych, magnetycznych oraz grawitacyjnych, dla ktorej
energia potencjalna miataby lokalne minimum. Twierdzenie Earnshawa niewatpliwie stanowi
problem w zaprojektowaniu pél przetrzymujacych atomy. Moze on jednak zosta¢ rozwigzany
przy pomocy p6l zmieniajacych sie w czasie.

Wazng historycznie realizacjg tego pomystu jest putapka Paula, ktéra stuzy do przetrzymy-
wania jonéw. Obdarzony tadunkiem jon jest umieszczony w kwadrupolowym polu elektrycz-
nym wytwarzanym przez elektrody. Potencjal elektryczny takiego uktadu ma ksztalt siodta, wiec
w jednym kierunku bedzie ograniczat ruch czastek (tzw. kierunek wiazacy), ale w prostopadtym
do niego kierunku czastki moga opusci¢ pulapke (tzw. kierunek antywigzacy), co jest niepoza-
dane. Zmieniajac napiecie na elektrodach mozna sprawi¢, ze kierunki wigzacy i antywiazacy
beda sie zmieniaé. Przy odpowiednio dobranej czesto$ci zmian jon umieszczony w takim polu
nie opusci putapki. Wolfgang Paul wraz z Hansem Dehmeltem zostali uhonorowani nagroda
Nobla w 1989 roku za wklad w rozwoj technik przetrzymywania jonow.

W doswiadczeniach nad zimnymi gazami atomy sg zwykle neutralne, wigc zamiast putapki
Paula uzywa sie tzw. putapki dipolowej. Zmiennymi w czasie polami sg pola laserowe o cze-
stosciach dobranych odpowiednio do przejs¢ konkretnych atoméw uzytych w do§wiadczeniu.
Jezeli czestotliwo$¢ Swiatta laserowego jest mniejsza niz pewne wybrane przej$cie atomowe
(moéwimy o odstrojeniu ku czerwieni, ang. red detuning), to atom jest przyciagany do miejsc,
w ktérym natezenie Swiatla laserowego jest wieksze. Natomiast dla czesto$ci Swiatta wiekszej od
przejscia atomowego (odstrojenie ku niebieskiemu, ang. blue detuning) atomy sa wypychane
z region6w o wysokim natezeniu Swiatta laserowego. Dobierajac odpowiednio czestosci oraz
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utozenie laser6w, mozliwe jest uzyskanie efektywnego potencjalu, w ktérego minimach beda
sie znajdowac atomy.

Aby czastki pozostaly w minimach potencjatu, musza mie¢ odpowiednio niskg energie. W tym
celu atomy zwykle trzeba poddac¢ chlodzeniu, tak by ich energia kinetyczna byta co najwyzej
tego samego rzedu co ich energia potencjalna w putapce dipolowej. Jedng z czeSciej stosowa-
nych metod chtodzenia jest tzw. chtodzenie dopplerowskie polegajace na wielu procesach ab-
sorpcji i emisji fotonu przez atomy podlegajace chtodzeniu. Mechanizm chtodzenia jest oparty
na obserwacji, ze w ukladzie odniesienia poruszajacego si¢ atomu, na skutek zjawiska Dopplera,
Swiatlo laserowe ma inng czesto$¢, niz w uktadzie laboratoryjnym. Mozna tak dobra¢ parametry
uktadu doswiadczalnego, zeby atomy poruszajace sie byly zawsze w rezonansie z falg §wietlng
w swoim uktadzie odniesienia. Absorpcja fotonu bedzie powodowaé¢ wzbudzenie atomu oraz
wytracenie jego pedu wzdtuz kierunku wigzki laserowej. Stan wzbudzony nie jest stanem trwa-
tym, wiec po pewnym czasie atom emituje foton i przechodzi do stanu podstawowego. W ukta-
dzie zwigzanym z laboratorium foton wyemitowany ma wiekszg energie niz foton absorbowany,
zmniejsza wiec energie kinetyczng atomu. Emisja fotonu jest spontaniczna i wystepuje w loso-
wym kierunku, wiec po wielu takich procesach $redni ped atomu wynikajacy z emisji fotonu
bedzie si¢ zmniejszat. Fluktuacje Sredniego pedu nakladaja ograniczenia na minimalng tempe-
rature, ktérg mozna osiggnac za pomoca chtodzenia dopplerowskiego.

Aby pokonac te granice i schlodzi¢ atomy do jeszcze nizszych temperatur, powszechnie sto-
suje sie modyfikacje putapki dipolowej [42] oraz tzw. schtadzanie przez odparowanie. Metoda
ta polega na usuwaniu ze zbioru atomoéw tych, ktére majg najwyzszg energie. Rozkltad pedow
czastek w uktadzie w stanie rownowagi termodynamicznej jest opisywany za pomocg pew-
nego rozkltadu. Wybiércze usuniecie grupy najszybszych atoméw powoduje zmiane rozkladu
pedow czastek. Z czasem, dzieki zderzeniom miedzy atomami i powrotowi do réwnowagi ter-
micznej, przywracany jest rozklad r6wnowagowy, opisujacy rozktad czastek o nizszej tempera-
turze. W procesie chlodzenia przez odparowanie Srednia energia ukladu przypadajaca na jedng
czastke spada przy jednoczesnym zmniejszaniu sie catkowitej liczby czastek w putapce dipolo-
wej. Obnizajac gtebokos¢ zewnetrznego potencjalu mozna wymuszac¢ usuwanie atomow o co-
raz mniejszej energii. Ostatecznie otrzymujemy utamek poczatkowej liczby atoméw o bardzo
niskiej temperaturze, rzedu 10 nK.

W tak niskich temperaturach (i ciSnieniach, ktére wystepuja na Ziemi) wszystkie znane pier-
wiastki znajduja si¢ w fazie stalej (wyjatkiem jest hel, ktéry w takich warunkach jest ciekly).
Do dos$wiadczen nad ultrazimnymi gazami uzywa sie najczesciej atomoéw pierwiastkéw, ktore
w tych temperaturach powinny by¢ ciatami statymi. Aby dowiedzie¢ si¢ dlaczego tak sie dzieje,
przyjrzyjmy sie mechanizmowi resublimacji. Z zasady zachowania pedu oraz energii wynika, ze
podczas zderzenia dw6ch atoméw dochodzi miedzy nimi do wymiany pedéw. Jezeli dwa atomy

nie stanowily uktadu zwigzanego przed zderzeniem, nie zmieni si¢ to takze w wyniku zderze-
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nia. Dopiero w wyniku oddzialywania trzech atoméw moze si¢ zdarzy¢, ze dwa z nich utworza
stan zwigzany, a trzeci atom uniesie nadwyzke energii i pedu z uktadu. Kolejne zderzenia moga
prowadzi¢ do utworzenia wielocialowych stanéw zwigzanych. Oba procesy, tzn. formowanie
czasteczek (stanow zwigzanych atomoéw) oraz pojawianie si¢ atomow z duza energia, oznaczaja
straty atomo6w przydatnych z punktu widzenia do§wiadczenia. Procesy zwigzane z resublimacja
sg bardzo ztozone i zalezg od wielu parametréw ultrazimnego gazu (np. od jego gestosci). Para-
metry te mozna jednak tak dobrad, Ze skale czasowe resublimacji i innych proceséw niszczacych
ultrazimny uklad atomé6w sg duzo dluzsze niz skale czasowe charakteryzujace dynamike oraz
procesy optyczne, ktore sg badane w uktadach atomowych. W ten spos6b mozna otrzymac kon-
densat Bosego-Einsteina lub zdegenerowany gaz Fermiego, ktére sktadaja sie z atoméw w stanie
metatrwatym.

Poczatkowo doSwiadczenia nad ultrazimnymi uktadami wykonywano w taki sposéb, ze ka-
zdy wymiar przestrzenny byl jednakowo wazny. Z czasem zaczeto bada¢ wlasnosci gazéw ato-
mowych w uktadach niskowymiarowych. Sama idea tworzenia struktur niskowymiarowych w do-
Swiadczeniach z ultrazimnymi gazami jest bardzo prosta. Aby uzyska¢ uktad quasi-dwuwymia-
rowy nalezy tak zdeformowac putapke, w ktérej sa przetrzymywane atomy, zeby ich ruch mégt
odbywac sie tylko w ptaszczyZnie. Analogicznie mozna zmniejszy¢ rozmiary poprzeczne pu-
tapki w dwoch kierunkach i tym samym utworzy¢ uktad quasi-jednowymiarowy. Deformacja
pulapki wiaze sie ze zmiang skali energii, tzn. im wezsza pulapka, tym wiecej energii jest po-
trzebne do wzbudzenia uktadu w danym kierunku. To ttumaczy dlaczego preferowany jest ruch
w plaszczyznie lub wzdtuz wyréznionej prostej w przypadku obnizonej wymiarowos$ci uktadu.

Uktady jedno- oraz dwuwymiarowe sg wazne, poniewaz w uktadach niskowymiarowych mo-
ga wystepowac zupelnie inne zjawiska niz w standardowych uktadach tréjwymiarowych. Bardzo
waznym przyktadem w kontekscie zimnych gazéw atomowych jest przejscie fazowe Bosego-
Einsteina, ktore w przypadku braku potencjatu zewnetrznego zachodzi w trzech wymiarach,
ale juz nie zachodzi w dwdéch czy jednym wymiarze. Jest to znany fakt teoretyczny, ale zostat
pokazany do$wiadczalnie dopiero w eksperymencie przeprowadzonym w Cambridge w grupie
Zorana Hadzibabica [43]. Przykladem zjawiska, ktére wystepuje w ukladach dwuwymiarowych
jest kwantowy efekt Halla, za ktérego odkrycie Klausowi von Klitzingowi zostata przyznana na-
groda Nobla w 1985. Innym przykladem zjawiska zachodzacego w dwdch wymiarach jest tzw.
przejscie fazowe Berezinskiego-Kosterlitza-Thoulessa zachodzace w modelu XY, ktére jest przy-
kltadem tzw. przejscia topologicznego. Opisanie przej$¢ topologicznych zostato uhonorowane
nagroda Nobla w 2016 roku.

W tym miejscu warto wspomniec¢ o pracy Tonksa [44], w ktorej zostaly wyprowadzone row-
nania stanu gazu twardych kul w r6znej liczbie wymiaréw przestrzennych. W 1960 roku Marvin
Girardeau postulowat [45], Ze jednowymiarowy uktad bozonéw odpychajacych sie nieskornicze-
nie silnie ma identyczne widmo energetyczne oraz profil gestosci jak nieoddziatujacy gaz fer-
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mionéw. W literaturze tego typu korespondencja miedzy wlasnoSciami bozonéw oraz fermio-
néw jest nazywana fermionizacjg bozonéw. Jednowymiarowy uklad silnie oddziatujacych bo-
zonow (nazywany gazem Tonksa-Girardeau) zostal wytworzony eksperymentalnie w 2004 roku
w grupach Immanuela Blocha [46] oraz Davida Weissa [47].

Oczywiscie oddzialywania w ukladach pelnig kluczowa role. Nie tylko wprowadzajgq mecha-
nizmy wazne z punktu widzenia przeprowadzania eksperymentu (takie jak termalizacja), ale
takze sg ciekawym tematem do badarn same w sobie. W modelach teoretycznych dotaczenie do
hamiltonianu cztonu odpowiedzialnego za oddzialywanie najczesciej skutkuje znaczng kompli-
kacja modelu. Szczesliwie sie sklada, ze oddziatywanie ultrazimnych atoméw w granicy niskich
energii jest doskonale przyblizone prostym w swej formie dwuciatlowym oddziatywaniem kon-
taktowym postaci [10]:

V(X,)) = gspds3(X—J), (1.1)

gdzie parametr gsp opisuje site oddziatywania, a 83 to delta Diraca!. Posta¢ potencjatu (1.1)
odzwierciedla fakt, ze w rozrzedzonym gazie atomowym odlegto$ci miedzy czastkami sg duzo
wieksze niz rozmiary samych czastek. W zwigzku z tym oddzialywanie kontaktowe mozna przy-
blizy¢ oddzialywaniem, ktére wystepuje jedynie jezeli czastki sg w tym samym punkcie prze-
strzeni. Sita oddziatywania gsp jest bezposrednio zwigzana z tréjwymiarowa dlugosciq rozpra-
szania asp. Te ostatnig wielko$¢ z kolei mozna wyznaczy¢ z teorii rozpraszania. Stosujac przybli-
zenie Borna i rozkladajac fale rozproszong na fale parcjalne mozna pokazac, ze dominujgcym
wkladem do rozproszenia jest symetryczna fala s, a wyzsze fale parcjalne mozna pominga¢, gdy
rozwazamy zderzenia atomoéw o niskich pedach. Co wiecej, jezeli rozwazamy fermiony, ktérych
funkcja falowa jest z natury antysymetryczna ze wzgledu na zamiane czgstek, to wkiad od fali s
jest rowny zero. To oznacza, ze w tym przybliZzeniu dwa nierozréznialne fermiony nie beda ze
soba oddzialywa¢. W tym miejscu warto zauwazy¢, ze jezeli zderzajg sie ze sobg dwa fermiony
roznigce si¢ pewnag liczbg kwantowa (np. warto$cig rzutu spinu), to moga one oddziatywac ze
sobg w fali s, poniewaz ze wzgledu na rozr6znialno$¢ ich funkcja falowa nie musi spetnia¢ do-
datkowych warunkéw (symetrii lub antysymetrii).

Pelna teoria rozpraszania jest trojwymiarowa. Mozliwe jest jednak wyprowadzenie zalezno-
$ci miedzy sitg oddziatywania, a dtugoScig rozpraszania w sytuacji, gdy ruch zostaje ograniczony
do nizszej liczby wymiaréw [48]. Oddzialywanie kontaktowe w quasi-jednowymiarowych ukta-
dach:

V(x,y) = gnd(x—y) (1.2)

1Tak naprawde z powodéw formalnych w wyzszych wymiarach nalezy uzywa¢ zregularyzowanego operatora:
o3(r)(@@/or)r.
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mozna opisa¢ za pomocg jednej statej sprzezenia:

212
maip ’

81D = — (1.3)
gdzie m jest masg rozpraszanych atomoéw, a 7 jest stalg Plancka podzielong przez 2x. Jedno-
wymiarowa, efektywna stala rozpraszania a;p mozna powigzac z tréjwymiarowg dtugoscia roz-
praszania asp oraz z charakterystycznym poprzecznym rozmiarem wydtuzonej putapki a; za
pomoca wyrazenia [48]:

2

a a

ap = ——= b—Ciﬁy (1.4)
2a3D a|

gdzie stata C jest granicq nastepujacego ciagu:

C=Ilim

S§—00

(de |
0o VX SVx

Zaleta jednowymiarowego potencjatu kontaktowego (1.2) jest to, Ze jest operatorem samo-

):1.4603....

sprzezonym i mozna si¢ nim postugiwac bez stosowania procedury regularyzacji, ktora jest nie-
zbedna w przypadku rozwazania potencjatu kontaktowego w wyzszych wymiarach [28, 49, 50].
Analizujgc wzory (1.3) oraz (1.4) mozna zauwazy¢, Ze zmieniajac rozmiary poprzeczne pu-
tapki a; mozna kontrolowa¢ site oddziatywania g;p. Nie jest to jednak jedyny sposéb, poniewaz
istnieje jeszcze inny mechanizm kontroli oddzialywania oparty na zjawisku rezonansu Feshba-
cha [51]. W zjawisku tym kluczowe jest istnienie struktury wewnetrznej atomow rozpraszanych.
Aby to zilustrowa¢, rozwazmy dla uproszczenia dwa oddzialujace ze soba atomy dwupozio-
mowe. Charakter oddzialywania miedzy atomami jest taki, ze w bliskich odlegtosciach atomy
tworzg stany zwigzane, natomiast daleko od siebie atomy te nie oddziatuja i posiadajq jedy-
nie energie zwigzang z ich strukturg wewnetrzna. W zaleznosci od tego czy oddalone atomy sg
w stanie podstawowym czy w stanie wzbudzonym, w ogélnosci energia oddziatywania jest inna.
W literaturze moéwi sie odpowiednio o tzw. kanale otwartym oraz kanatach zamknietych. Ener-
gia kanatu otwartego w granicy duzych odlegtosci miedzy atomami znajduje sie ponizej energii
kanatéw zamknietych. W odpowiednich warunkach moze tak si¢ zdarzy¢, ze energia zderzaja-
cych sie ze sobg atoméw w kanale otwartym jest poréwnywalna z energia stanéw zwigzanych
w jakims$ kanale zamknietym. Obecnos$¢ stanéw wtasnych w kanatach zamknietych wptywa na
warto$¢ dltugos$ci rozpraszania, ktéra zalezy od konkretnych energii stanéw zwigzanych. Uzy-
wajac zewnetrznych pol (na przyklad pola magnetycznego lub elektrycznego) mozna zmienic
wzgledna energie stan6w w kanale otwartym oraz w kanatach zamknietych. To z kolei ozna-
cza, ze mozna wptywac na dlugo$¢ rozpraszania asp, a tym samym na site oddzialywania, co
jest niesamowicie uzyteczne w doswiadczeniach nad ultrazimnymi gazami. W niektoérych ukta-
dach mozna kontrolowaé¢ warto§¢ oddziatywan w szerokim zakresie: od bardzo silnego odpy-
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chania [46, 47], poprzez brak oddzialywania, do silnego przyciagania [52]. Warto podkresli¢, ze
rezonans Feshbacha wystepuje zaré6wno miedzy atomami tych samych pierwiastkow [53, 54],
jak i w mieszaninach réznych pierwiastkow [55, 56].

To wlasnie oddzialywanie, a doktadniej jego brak, bylo jednym z powodéw, dla ktérego chto-
dzenie fermionéw napotkato trudnos$ci. Brak oddzialywania oznacza, ze nie istniejq mechani-
zmy odpowiedzialne za termalizacje, co uniemozliwia chlodzenie przez parowanie. Sposobem
na obejscie tego problemu jest technika wspé6tchtodzenia (ang. sympathetic cooling), ktéra po-
lega na chlodzeniu mieszaniny zawierajacej dwa rézne sktadniki. Atomy pochodzace od takich
sktadnikéw sg rozréznialne, wiec mogg oddzialywac ze soba kontaktowo. Dzigki temu mozna
chtodzi¢ uktad fermionéw oddziatujacych na przyktad z gazem bozonowym. Obecno$¢ gazu bo-
zonowego wprowadza mechanizm zderzen fermionéw z bozonami, czyli mozliwo$¢ termaliza-
cji. Innym sposobem realizacji chlodzenia fermionow jest uzycie mieszaniny dwoch sktadnikow
fermionowych, ktére r6znig sie pewna liczbg kwantowa, np. rzutem catkowitego spinu atomu.
Wlasnie w tego typu ukltadzie mieszaniny dw6ch fermionowych izotopéw potasu “°K grupa De-
borah Jin otrzymata w 2004 roku pierwszy na Swiecie kondensat fermionowy [57]. Mechanizm
kondensacji w tym doSwiadczeniu jest podobny do mechanizmu powstawania nadprzewodnic-
twa pierwszego rodzaju. Mianowicie w uktadzie tworzg si¢ silne korelacje miedzy parg rozroz-
nialnych fermionéw. Pary te, nazwane parami Coopera, posiadaja charakter bozonowy, zatem
w niskich temperaturach moga makroskopowo obsadzi¢ wyrézniony orbital dwuciatowy dopro-
wadzajac tym samym do stworzenia kondensatu.

Udoskonalenie technik chtodzenia pozwolito z biegiem lat na znaczne zwigkszenie liczby
ultrazimnych atomoéw, ktére mozna przygotowac w eksperymentach. Z czasem jednak podjeto
proby precyzyjnej kontroli mniejszej liczby badanych czastek. Na przyktad w doswiadczeniach
nad gazem Tonksa-Girardeau [46, 47] liczba atom6éw w pojedynczej quasi-jednowymiarowe;j
putapce wahata si¢ od okoto 20 do 270. Kolejnym krokiem w zmniejszeniu tej liczby byly pio-
nierskie doswiadczenia nad uktadami kilku ultrazimnych fermionéw w jednym wymiarze wy-
konane w grupie Selima Jochima w Heidelbergu [12-14]. W tego typu eksperymentach badane
sq dwa stany nadsubtelne litu, ktére mozna traktowac jak dwa rozréznialne typy fermion6w.
Wynika to z faktu, ze w praktyce mechanizmy mogace zmienic¢ jeden typ fermionu na drugi sg
nieistotne. W tych doswiadczeniach po wstepnym schtodzeniu fermion6w wiaczany jest dodat-
kowy potencjat gtebokiej mikroputapki. W nastepnym kroku, manipulujac ksztattem zewnetrz-
nych potencjaléw, mozna usungc¢ niepotrzebne atomy, zostawiajac tylko kilka, ktére stanowig
obiekt dalszych badan. Dzieki tej procedurze, liczba atoméw jest znana z bardzo duza doktad-
noscig [12]. Oddzialywanie miedzy dwoma r6znymi typami fermionéw jest precyzyjnie kontro-
lowane dzieki zjawisku rezonansu Feshbacha za pomoca pola magnetycznego. W szczegélno-
$ci mozna doprowadzi¢ do tzw. fermionizacji rozr6znialnych fermionéw. Oznacza to, ze uktad

silnie odpychajacych sie fermionéw dwoéch rodzajéw bedzie miat w stanie podstawowym iden-
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tyczny profil gestosci jak nieoddzialujacy uktad fermionéw jednego rodzaju [13]. Dzieki pre-
cyzyjnej kontroli liczby czastek w ukladzie, mozna bylo do§wiadczalnie wyznaczy¢ jak zmie-
niaja sie wlasnosci uktadu od liczby tworzacych go czgstek. W tym celu zaczynajac od jednego
fermionu, umieszczano w tej samej putapce pojedynczo fermiony drugiego typu, sprawdzajac
kiedy w ukladzie pojawig si¢ efekty wielocialowe [14]. Warto zaznaczyc¢, ze sg znane w literatu-
rze takze eksperymenty badajace oddzialywanie kilku bozonéw, ktérych realizacja jest oparta
na wykorzystaniu tzw. pesety optycznej [18].

Doswiadczeniom nad ukladami kilku ciat towarzyszy prezny rozwo6j badan teoretycznych
w tej dziedzinie [58, 59]. Nowe eksperymenty o niezwykle wysokiej precyzji wymagaja od fizy-
kow teoretykow przewidywan réwnie doktadnych. Z tego powodu wczeéniejsze, zgrubne przy-
blizenia i oszacowania wtasno§ci kilku ciat kwantowych sg stale weryfikowane i poprawiane [12-
18]. Fizyka kilku cial jest trudna do analizy, a wynika to z prostej obserwacji, ze 'kilka’ atomow
to jest za duzo, aby uzywa¢ metod dobrych do opisu jednego lub dwéch ciat. Jednoczesnie
’kilka’ to wciaz za mato, aby uzywac¢ technik statystycznych z teorii wielocialowej oraz opisu
pola sredniego [58, 60, 61]. Mimo trudnos$ci zwigzanych z tg tematyka, znane sg wtasnosci widm
energetycznych dwusktadnikowej mieszaniny fermionéw o rownej masie [62, 63]. W granicy
braku (g1p = 0) lub nieskoniczonych (g1p = oo) oddzialywan problem kilku ciat moze zostac roz-
wigzany pétanalitycznie dla fermion6éw oraz dla bozonéw [39, 64-67]. Zapowiedzig ciekawych
zjawisk w uktadzie o ré6znych masach moze by¢ praca [68] opisujaca separacje profili gestosci
w dwusktadnikowej mieszaninie fermion6w bez zewnetrznego potencjalu. Nawet mieszaniny
fermion6w o rownych masach w granicy silnego oddziatywania wykazujg interesujace wtasno-
Sci [69], ktére objawiaja sie w postaci rozdzielania czastek przetrzymywanych w zewnetrzne;j
putapce na dwie grupy. W niniejszej rozprawie postaram si¢ zaprezentowa¢ wyniki uzupetnia-

jace znane fakty na temat mieszanin fermion6éw o r6znych masach.



Rozdzial 2
Model mieszaniny kilku fermionow

Niniejsza rozprawa opiera si¢ na analizie modelu mieszaniny dw6ch rodzajow ultrazimnych fer-
mionéw. Rozwazmy przestrzennie jednowymiarowy uklad dwéch typoéw fermionéw umieszczo-
nych w pewnym zewnetrznym potencjale. Dwa rozréznialne typy fermionéw bedziemy ozna-
czac pewna liczbg kwantowg o € {|, 1}. Liczba kwantowa o niekoniecznie musi opisywac czastki
réznigce sie rzutem spinu. W zasadzie czastki nie muszg wcale posiada¢ spinowego stopnia
swobody. Zakltadamy, ze liczba kwantowa o jest zachowana i nie jest zmienng dynamiczng. Do-
Swiadczalnie sytuacje takg mozna realizowaé wybierajac na przyktad odpowiedni stan nadsub-
telny atomu [14]. Wtedy mamy do czynienia z dwoma fermionami o tej samej masie. Alterna-
tywnie mozna uzy¢ dwdéch réznych pierwiastkow: na przyktad litu i potasu [55, 56], dla ktérych
stosunek mas wynosi mg/my; = 40/6. W takim wypadku badana mieszanina sktada sie z dwéch
rodzajow fermionéw o réznych masach. W tym miejscu nalezy zwréci¢ uwage, ze uklady kilku
cial zostaty zrealizowane do tej pory jedynie w uktadach fermionéw o tych samych masach, na-
tomiast w doSwiadczeniach z r6znymi pierwiastkami sq badane uklady o bardzo duzej liczbie
czastek.

Oddzialywania miedzy czastkami r6znych typé6w modelujemy oddziatywaniem kontakto-
wym typu 6 [10], proporcjonalnym do parametru gip. Jak bylo oméwione wcze$niej, taki mo-
del oddziatywania jest catkowicie usprawiedliwiony w rezimie ultraniskich temperatur. W tym
przyblizeniu oddzialywanie kontaktowe miedzy fermionami tego samego typu znika z powodu

zakazu Pauliego. Hamiltonian uktadu ma postac:

=3 -2 ) 23
= ———+ Vx| + ——— > +tVily)| +8bD 6(xi—yj), 2.1)
= 2myox; = ! S=

gdzie N|, N; sa liczbami fermionéw odpowiednio o masie m| oraz m;. V;(2) jest zewnetrznym
potencjalem, ktéry moze sie r6zni¢ dla poszczeg6lnych typéw fermionéw. Efektywny, jedno-

wymiarowy parametr sprzezenia gip moze by¢ wyznaczony z pelnej tréjwymiarowej teorii roz-

14
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praszania, jak zostato to pokazane w [48]. Fakt, ze sprzezenie g;p moze by¢ zmieniane w do-
Swiadczeniu przykladowo za pomocga zmiany indukcji pola magnetycznego [55, 56], jest bardzo
wygodny z punktu widzenia rozwazan teoretycznych i badania hamiltonianu (2.1). Dzigki do-
Swiadczalnej swobodzie ustalenia oddziatywania odpychajgcego, przyciagajacego lub jego cat-
kowitego wylaczenia, w zasadzie mozliwa jest eksperymentalna weryfikacja catej rodziny mo-
deli teoretycznych. Hamiltonian uktadu (2.1) jest przemienny z operatorami liczby czastek w po-
szczegoblnych sktadnikach, (A, NT] =[A N 1] =0, co oznacza, ze liczba czastek kazdego rodzaju
jest zachowana i fermiony nie moga zmienia¢ swojego typu. W mieszaninie atomoéw o tej sa-
mej masie, w ktorej uzywa sie dwéch stanéw nadsubtelnych, kanaly oddziatywania, ktére zmie-
niajq liczbe kwantowaq o sg praktycznie zablokowane. Innymi stowy, aby czastka z jednego stanu
zmienita sie w drugi musialby sie zmienic¢ rzut spinu jadra, a takie procesy nie sg mozliwe w zde-
rzeniach ultrazimnych gazéw. W ukladach z r6znica mas miedzy sktadnikami istnieje dodat-
kowa reguta nadwyboru, ktéra pochodzi z zasady zachowania masy i zabrania ona zamiany ato-
mow jednego rodzaju w drugi.

Forma hamiltonianu zapisanego w formie (2.1) nie jest wygodna do dalszej analizy nume-
rycznej. Dlatego postuzymy si¢ rOwnowazna reprezentacja drugiej kwantyzacji:

A=Y f dx ¥ (x) Hy (1) ¥ (x) + g1p f SER e AEN HETNNER (2.2)
g

gdzie operator pola ¥, (x) anihiluje czastke typu o w punkcie x, a odpowiednie jednociatowe

operatory r6zniczkowe H, (x) sg zdefiniowane jako:

n? d?
H = ——————+ V| (%), 2.3
1 (x) 2 dx2+ 1 (x) (2.3a)
n d?
H = ——+Vi(x). 2.3b
1(x) 2 dx2+ 1(x) (2.3b)

Dla nierozréznialnych fermionéw tego samego rodzaju zachodza relacje antyprzemiennosci
(W, (), \i’j,(x')} =§(x—x') oraz {¥,(x), ¥, (x")} = 0. Dla czastek réznego typu wybér relacji prze-
miennoS$ci nie jest jednoznaczny, poniewaz fizyczne wyniki nie zaleza od tego wyboru (tak dtugo
jak relacje sg uzywane konsekwentnie) [5]. Warto zwréci¢ uwage, ze drugi czton w réwnaniu
(2.2) odpowiadajacy oddzialywaniom dwucialowym posiada tak prosta forme (w postaci poje-
dynczej catki) dzieki temu, ze rozwazamy oddziatywania kontaktowe postaci (1.2).

Aby doprowadzi¢ hamiltonian (2.2) do dogodnej formy, rozwiniemy operatory pola w zupet-
nej, przeliczalnej bazie funkcji jednoczastkowych ¢;q (x):

Yo (x) =) ¢io(0)aio, (2.4)
i
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gdzie operator @;, anihiluje czastke typu o ze stanu opisywanego orbitalem ¢;, (x) oraz spelnia
nastepujace zwiazki: {&i, &}L.} =6;j,{ai a;} = {61}, &j} = 0. Ostatecznie otrzymujemy hamilto-

nian (2.2) w uzytecznej do analizy numerycznej formie:

2 g . at 4 S S BP SN
H‘ZZE’JU“]'U“W"'Z Uijki a;,a; 4, 4, (2.5)

o i,j ijkl
gdzie energie E;j, oraz dwucialowy czton oddziatywania U; jx; moga by¢ wyznaczone bezpo-

Srednio ze wzorow:

EijaZfdx(P?U(X)Ha(ija(x),

Uijki = ngfdxd)}} (X)) ()P (X)py (X). (2.6)

Poniewaz funkcje falowe ¢ ;4 (x) tworza zupelna baze stanéw jednoczastkowych, to hamilto-
nian (2.5) jest rownowazny hamiltanionowi (2.1). Wybierajac ¢ ;4 (x) jako funkcje wlasne opera-
tora r6zniczkowego H,;, mozna doprowadzi¢ do tego, ze jedynie wyrazy diagonalne E;;; pozo-
stajq niezerowe. Wtedy wzor (2.5) upraszcza si¢ do postaci:

H=Y Y Eiiohig+ ZklUijk, aj,al a a,, 2.7)
g 1 l]

POERPT S
gdzie iz = a4, a,,.

2.1 Stany jednocialowe

W celu wyznaczenia bazy jednocialowej, w ktorej hamiltonian ma postac¢ (2.7) nalezy rozwigzac
zagadnienie wlasne problemu jednej czastki w zewnetrznym potencjale V (x):
2 d2
g V(x)|¢pi(x) = Ejp;(x). (2.8)
W zalezno$ci od konkretnej postaci potencjalu V(x) stany oraz energie wtasne ukladu mozna
wyznaczy¢ analitycznie lub numerycznie. Na przyklad jezeli zewnetrzny potencjal, w ktérym
jest uwieziona czastka jest potencjalem harmonicznym o czestosci w, to rozwigzaniem zagad-

nienia wlasnego:

+
2m dx? 2

( B2 d?2  moew?x?

)¢i(x) =Ei¢p;(x)

jest rodzina funkcji falowych indeksowana liczbg kwantowa n:

) = 1 (@)Mex (_mwxz)H( @x) 2.9)
P = =T o WY e Vel '
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Rysunek 2.1: Na rysunkach przedstawiono schematycznie ksztatt potencjatu (gruba szara linia)
oraz ksztalty funkcji falowych pierwszych trzech stanéw wilasnych (kolejno: czarna, niebieska
oraz czerwona linia). Jezeli po lewej stronie przedstawione by byt funkcje falowe otrzymane dla
atomu litu, to po prawej stronie sg przedstawione odpowiadajace jej funkcje falowe dla atomu
potasu, ktory jest 40/6 razy ciezszy. Mozna zauwazy¢, zZe zgodnie ze wzorem (2.9), funkcja falowa
jest v40/6 raza wyzsza oraz v 40/6 raza wezsza niz funkcja falowa czastki o masie jednostkowe;j.

gdzie H; oznacza wielomian Hermite’a. Otrzymany zbiér funkcji falowych jest zupetny i funkcje

spelniajg warunek ortonormalno$ci:

fdxcb;‘;(x)cbm(x) =Omn-

Energia n-tego stanu wlasnego nie zalezy od masy czastki i wynosi:

E,=lhw

1
n+ E), (2.10)

bedac liniowa funkcjg gtéwnej liczby kwantowej n. Ze wzoru (2.9) wynika, ze ksztatt funkcji falo-
wej zalezy bezposrednio od masy czgstki. Jak przedstawiono na rysunku 2.1, im cigzsza czastka,
tym wezsze i bardziej zlokalizowane beda funkcje falowe.

Innym potencjatem, dla ktérego istniejg rozwigzania analityczne zagadnienia wtasnego (2.8)
jest jednowymiarowa prostokatna studnia. Rozwazmy zatem czgstke o masie m poruszajaca sie

w potencjale opisanym wzorem:

0 jezeli|x|<L
VBox(X) = s (2.11)
oo jezeli|x|> L.

W tak postawionym problemie mamy wyr6zniong naturalng skale dtugosci L. Rozwigzaniem
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Rysunek 2.2: Na rysunku zostal przestawiony schematycznie potencjat (2.11) (szara gruba linia).
Funkcje falowe trzech pierwszych stan6w wtasnych hamiltonianu (2.12) zostaly narysowane ko-
lejno: czarna, niebieskg oraz czerwonag linig. Ksztatt funkcji falowej nie zalezy od masy czastki.

réwnania Schrédingera w tym potencjale:

n? d?
(—%@ + VBox(x)) ¢Pi(x) = Eidi(x) (2.12)

sg funkcje wtasne (przedstawione na rysunku 2.2):

( )—\ﬁ in(w) (2.13)
Pnl0) =178 2L '

o nastepujacych energiach wtasnych:

2.2
nem=

E,=——n".
" 8mI2

(2.14)

Energie wlasne (2.14) czastki w studni prostokatnej, w przeciwienstwie do energii wtasnych
(2.10) czastki w potencjale harmonicznym, zalezg od masy, a zaleznos¢ od liczby kwantowe;j
n nie jest liniowa, lecz kwadratowa. Ponadto funkcje falowe w studni prostokatnej (2.13) majq
ksztalt bezposrednio zwigzany z rozmiarem studni 2L i nie zalezg od masy czastki, co takze sta-
nowi réznice przy poréwnaniu ze stanami wlasnymi oscylatora harmonicznego (2.9).

Dla zupelnie dowolnej postaci potencjatu V(x), na og6t, nie mozna otrzymac rozwigzania
analitycznego rownania Schrédingera. Niemniej, z pomocg przychodza nam narzedzia nume-
ryczne, dzigki ktérym mozna wyznaczy¢ stany wilasne oraz energie wltasne w potencjale ze-
wnetrznym o dowolnym ksztalcie. W tym celu nalezy wykona¢ diagonalizacje hamiltonianu
w reprezentacji potozeniowej na gestej siatce. Siatka przestrzenna jest utworzona przez podzie-
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lenie przestrzeni na dyskretne kawatki z odstepem dx: {xg, x1, x2,...}, gdzie x;+1 = x; + 6x. Na-
stepnie przyjmujac za funkcje bazowe f;(x) funkcje state na odcinku d x postaci:

L x—xi|<bx

((x)=4{ Vox 2.15
1) {0 |x— x;] > 0x, ( )

mozemy numerycznie rozwigzac¢ zagadnienie wlasne. W tej reprezentacji jednoczastkowy ha-
miltonian (2.8) ma prosta, tréjdiagonalng forme. Dzigki temu diagonalizacja moze by¢ wyko-
nana za pomocg standardowych metod [70]. Jest dosy¢ oczywiste, ze wraz ze zmniejszaniem
warto$ci 0 x stany wlasne i ich energie wlasne beda zbiega¢ do doktadnych warto$ci. Do dalszej
analizy numerycznej bedzie potrzebne Nyax najnizszych stanéw jednociatowych (ta liczba be-
dzie zaleze¢ od konkretnego problemu). W tej rozprawie bedziemy zakladac, ze zbiezno$c¢ jest
osiagnieta, jezeli zmniejszanie 6 x nie powoduje zmian na trzeciej cyfrze znaczacej energii wta-

snej stanu jednocialowego o indeksie Nyax.

2.2 Metody numeryczne

Wyniki mojej rozprawy opieraja si¢ na badaniu wtasnosci stanéw wtasnych hamiltonianu (2.5).
Dokladne rozwigzania analityczne maja bardzo duza warto$¢, jednak w tak skomplikowanych
uktadach jak kwantowe, oddziatujace mieszaniny wielu cial, rozwigzania analityczne mozna
spotka¢ tylko dla szczegblnych przypadkéw (na przyktad dla oddzialywania gijp = 0 lub
g1p = 00). Modele teoretyczne mozna prébowac uproscic stosujac r6zne przyblizenia, lecz wtedy
zawsze istnieje zagrozenie, ze zastosowane uproszczenie pozbawi modelu kluczowych cech.
Z pomocg przychodza metody numeryczne, ktére pozwalajg na znalezienie stanéw wlasnych
nawet bardzo skomplikowanych modeli.

Aby znaleZ¢ stany wlasne uktadu opisanego hamiltonianem (2.5) nalezaly zdiagonalizowac
macierz tego hamiltonianu w pewnej bazie wielociatowej. Hamiltonian ten nie sprzega pod-
przestrzeni Hilberta o r6znej liczbie czastek, dlatego moze by¢ zdiagonalizowany oddzielnie
w kazdej z podprzestrzeni o ustalonej liczbie czastek. W tej sekcji krotko przedstawie metody,
z ktérych skorzystano, aby znalez¢ owe rozwigzania. Bedziemy zainteresowani rezimem niskich
temperatur, zatem skupimy si¢ na analizie wielocialowego stanu podstawowego oraz najniz-
szych stan6éw wzbudzonych. To podejscie pomoze nam rozwigza¢ pierwszy problem, na ktéry
sie¢ natykamy, mianowicie, nieskoriczone sumy w wyrazeniu (2.5). Rozwiazaniem jest wprowa-

dzenie obciecia na odpowiednio wysoko wzbudzonym stanie jednocialowym i = Nyax. Wtedy:

R Nmax
Yo(x) = Pic(X)aig, (2.16)
i=0
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dzieki czemu macierz reprezentujaca hamiltonian (2.5) ma skoficzone wymiary i mozna jg nu-
merycznie zdiagonalizowac.

Do opisu stanu podstawowego nieoddziatujgcego ukladu N czastek w zewnetrznym poten-
cjale V(x) wystarczy N orbitali jednocialowych bedacych rozwigzaniem jednoczastkowego pro-
blemu w tym potencjale. Jednak jezeli rozwazamy oddziatujacy uktad czastek (g;p # 0), do kon-
strukcji stanow wlasnych potrzebna bedzie baza wielocialowa rozpieta na wiekszej liczbie sta-
néw jednoczastkowych. Obciecie Nyax bedziemy uwazaé za wystarczajace, jezeli zwiekszanie
liczby orbitali jednocialowych nie powoduje istotnych zmian w wynikach dla danego problemu
wielociatowego.

Jednym z elementéw niezbednych do sprawnego poruszania sie w obcietej do Nyax stanéw
jednociatowych przestrzeni Focka sg dobrze zdefiniowane i uporzadkowane wektory tejze bazy.
W przypadku fermion6w orbital moze by¢ zajety maksymalnie przez jedna czastke danego typu

(njs =1{0,1}). Zatem w reprezentacji obsadzeniowej wektory bazy Focka przyjmujg postac:

1y = |n11,n21,...,nNMAX1>® |”11’”21»---’”NMAXT>r (2.17)

gdzie liczba fermion6éw danego typu na wszystkich orbitalach musi sie sumowac do catkowitej
liczby fermionéw N :
Z Nig = Ng.
i

Dowolny wielociatowy stan uktadu bedzie superpozycjq stanéw bazowych postaci (2.17):
n) =2 ault), (2.18)
[/

gdzie a,, = (1l n). Stany |1) sa stanami wtasnymi uktadu nieoddziatujacego gip = 0, a w obecno-
§ci oddzialywania, nowe stany wlasne uktadu oddziatujacego mozna utworzy¢ poprzez super-
pozycje stanéw bazowych [1). Mozna je wyznaczy¢ na przyktad korzystajac z hamiltonianu (2.7)

wyrazonego w bazie (2.17). Otrzymang w ten sposob macierz:

nalezy zdiagonalizowac, aby znaleZ¢ energie &; oraz wielocialowe stany wlasne |1pl-> uktadu opi-
sanego przez ten hamiltonian.
Wymiar przestrzeni Focka dla mieszaniny dwéch rodzajéw czastek o liczbie N|, N}, ktérych

stany jednociatowe sg obciete do Nyax wynosi:

dim(%) =

NMax! Nuax!
MAX )( MAX (2'19)

(NMmax — NN\ (Nmax — Np)!INy! '
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Liczba dim(%) jest jednocze$nie wymiarem macierzy hamiltonianu (2.5). Wymiar ten bardzo
szybko ro$nie wraz ze zwiekszaniem zaréwno liczby czastek N, jak i rozmiarem bazy jednocia-
towej Nmax ' . Z wtasnosci silni oraz ze wzoru (2.19) wynika, ze dla ustalonej catkowitej liczby cza-
stek N = N| + N; wymiar bazy jest najwigkszy dla mozliwe najbardziej symetrycznej sytuacji. Na
przyktad dla N = 10 czastek i Nmax = 14 orbitali jednoczastkowych konfiguracji Ny =1,N; =9
odpowiada znacznie mniejsza macierz H,y niz konfiguracji N| = 5, N; = 5. W pierwszym wy-
padku rozmiar macierzy wynosi dim (%) = 28 028, a w drugim az dim(%) = 4 372 368.

Program komputerowy stuzacy do analizy mieszaniny fermion6éw, ze wzgledu na potrzebe
szybkiego wykonywania operacji na macierzach o wymiarach dim(%), zostal napisany w jezyku
FORTRAN. Mate macierze sg diagonalizowane przy uzyciu standardowych bibliotek do algebry
liniowej, np. LAPACK [71]. Po wnikliwej analizie zagadnienia mozna zauwazy¢, ze im wiekszy
jest rozwazany ukltad, tym mniejszy jest odsetek niezerowych elementéw macierzowych hamil-
tonianu (2.5). To oznacza, ze macierz hamiltonianu jest tzw. macierzq rzadkqg. W takim wypadku
standardowy sposdb zapisu macierzy jest mato efektywny, poniewaz wiekszos¢ zapisanych ele-
mentéw ma warto$¢ zero. Ponadto wszelkie dziatania na elementach zerowych bez potrzeby
wydluzajq czas obliczen (na przyklad przy mnozeniu macierzy przez wektor lub przez inng ma-
cierz).

Rozwigzaniem tego problemu jest zaimplementowanie metody diagonalizacji dla macierzy
rzadkich, w ktérej nie ma potrzeby zapisywania zer w pamieci komputera oraz wykonywania
niepotrzebnych dziatar na elementach zerowych. Do uzyskania wynikéw prezentowanych w tej
rozprawie $cista diagonalizacja zostata wykonywana za pomocq metody Arnoldiego [72], ktéra
z wielkim powodzeniem byta wykorzystywana w podobnych modelach [62, 73, 74]. Istota me-
tody polega na wielokrotnym mnozeniu losowego wektora b o jednostkowej normie przez ma-
cierz A, ktérej wektory i wartos$ci wtasne nalezy wyznaczy¢. Z uzyskanego w ten sposob zbioru
nieortogonalnych wektorow {b, Ab, A%b, A3D,..., A"b} mozna otrzymac ortonormalny zestaw wek-
toréw stosujac metode Grama-Schmidta. Otrzymane po wielokrotnych iteracjach wektory sa
dobrym przyblizeniem wektoréw wlasnych odpowiadajacych najwigkszym wartoSciom wiasnym
macierzy A. Stosujac drobne modyfikacje, mozna alternatywnie odszuka¢ najmniejsze wartosci
wlasne macierzy A, co jest bezpoSrednio stosowane w zagadnieniu znajdowania stanu podsta-
wowego hamiltonianu A. Metoda Arnoldiego jest wydajna ze wzgledu na duza szybko$¢é mnoze-
nia wektora przez macierz rzadka. Istniejg rowniez pochodne metody Scistej diagonalizacji wy-
korzystujace na przyktad uzycie efektywnego oddzialywania i daja bardzo dobre wyniki w szero-
kim zakresie oddziatywan [69, 75]. Niestety, nie sg znane rozszerzenia tych metod na mieszaniny
czastek o r6znych masach.

Wynikiem procedury diagonalizacji hamiltonianu H sa wielociatowe stany wtasne |1//l-> oraz

1Silnie we wzorze (2.19) dla odpowiednio duzych liczb N, Nyax mozna przyblizyé za pomoca wzoru Stirlinga
zalezno$cig wyktadnicza. To oznacza, ze wymiar bazy dim(&) ro$nie wykladniczo wraz ze wzrostem liczby czastek
oraz stanéw jednociatlowych.
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ich energie &;, spetniajace z definicji r6wnanie wtasne:
I:I|1//i>:gi|1//i>- (2.20)

Cenag za szybko$¢ metody Arnoldiego jest otrzymanie niepetnego widma, lecz podzbioru wek-
toréw wlasnych o najnizszych warto$ciach wlasnych (zwykle w moich obliczeniach jest to nie
wiecej niz kilka procent wszystkich wartosci wlasnych). Nie jest to jednak duza niedogodno§¢,
poniewaz zazwyczaj analizowany bedzie jedynie stan podstawowy lub kilkanaScie pierwszych
stanow wzbudzonych. Metoda Scistej diagonalizacji nie charakteryzuje si¢ szczeg6lnie szybka
zbieznoS$cig warto$ci energii wlasnych wraz ze zwigkszaniem obcigcia bazy jednociatowej Nyjax.
Energa stanu podstawowego moze zosta¢ wyznaczona duzo doktadniej za pomocaq technik opar-
tych na metodzie wariacyjnej. Na rysunku 2.3 przedstawiono widma energetyczne dla r6znej
liczby stanéw jednocialowych. Mozna zaobserwowac, ze dla skoficzonej wartos$ci parametru
Nnax zawsze istnieje pewna warto$¢ oddziatywania g, dla ktérej energie stanéw quasi-zdege-
nerowanych sie przecinajg. Nie jest to wlasnos$¢ uktadu, a jedynie artefakt numeryczny zwig-
zany ze skonczong liczbg stanéw jednociatowych. To oznacza, ze przeprowadzajqc diagona-
lizacje oraz prowadzac jakiekolwiek dalsze obliczenia nalezy upewnic sie, ze zostalo uzytych
wystarczajaco duzo stanéw jednociatowych. Ogromng zaletg Scistej diagonalizacji jest wyzna-
czanie nie tylko energii wlasnych hamiltonianu, ale przede wszystkim stanéw wtasnych: oprécz
wielociatlowego stanu podstawowego takze stanéw wzbudzonych. Dostep do stanéw wzbudzo-
nych jest potrzebny na przyklad w sytuacji, gdy chcemy poznac¢ wtasnosci uktadu w skoriczonej
temperaturze lub wlasnosci dynamiczne.

Wielociatowe funkcje falowe sg skomplikowanymi wielowymiarowymi obiektami, trudnymi
w bezposredniej analizie, wiec w tej rozprawie gléwny nacisk bedzie potozony na badanie prost-
szych obiektow, ktore mogg by¢ wyznaczone z funkcji falowych. Tymi obiektami sg r6znego ro-
dzaju funkcje korelacji. Posiadajac informacje o korelacjach do N-tego rzedu wtacznie w bada-
nym uktadzie mozna odtworzy¢ peing funkcje falowa N cial. Im wyzsza funkcja korelacji, tym
bardziej jest skomplikowanym obiektem matematycznym oraz tym trudniej ja wyznaczy¢ za-
rOwno teoretycznie jak i doSwiadczalnie.

Jedng z najwazniejszych obserwabli, ktéra jest mierzona z powodzeniem w dos$wiadcze-
niach jest profil gestosci jednociatowej ps(x), ktory dla dowolnego stanu wielocialowego |w)
oraz dla sktadnika o jest zdefiniowany jako:

po(x) = (w| V0¥, 0 [v). (2.21)

Profil gestosci ma bezposredni zwigzek z gestoScia prawdopodobieristwa znalezienia czastki
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Rysunek 2.3: Wykres przedstawia widmo energetyczne uktadu N; = N; = 2 czastek o tej sa-
mej masie w funkcji oddzialywania g. Kolejne panele r6znig sie liczba stanéw jednocialowych
Nwmax, ktére zostaly uzyte do obliczen. Energie stanéw wielocialowych przecinaja sie w pewnym
punkcie (miejsca zaznaczone czerwonymi okregami), jednak jest to artefakt numeryczny, ktéry
mozna zniwelowac¢ uzywajac wyzszej liczby stanéw wielociatowych. Energia jest dana w natu-

ralnych jednostkach oscylatora harmonicznego fiw, a oddziatywanie w jednostkach /3w /m;.
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typu o w punkcie x i jest znormalizowany do liczby czastek:

N”:_[ dxps(x).

Ostatnie eksperymenty pokazaty, ze mozliwe jest jednoczesne zarejestrowanie potozen wielu
ultrazimnych atomo6w [19-27]. To oznacza, ze korelacje wielocialowe wyznaczone teoretycznie
[76] moga by¢ mierzone eksperymentalnie. Dzigki nowemu narzedziu fizyka teoretyczna zy-
skuje mozliwos¢ weryfikacji przewidywan dotyczacych korelacji w uktadach kwantowych. Naj-
prostsza wielkoScia, ktéra zawiera informacje o obu sktadnikach jest korelacja par, zdefiniowana
na stanie |y) za pomoca wzoru:

Clx, ) = (Y| PP ¥, (¥, ) |y). (2.22)

Korelacja par zawiera wiecej informacji niz gestos$¢ jednoczastkowa. Co wiecej w korelacji tej

zawarta jest informacja o gestosSci jednoczastkowe;j:

p1(x) :f C(x, y)dy,

p1(y) :f C(x,y)dx.

W nastepnym rozdziale zostanie podjeta préba odpowiedzi na pytanie czy w korelacji par moga
by¢ zawarte inne przydatne informacje o uktadzie.

Dalsza cze$¢ rozprawy jest poSwiecona dokladnej analizie numerycznej ukladu o r6znych
masach opisanego za pomocg hamiltonianu (2.5) ze szczegélnym naciskiem na analize widm,
profiléw gestosci jednociatowej oraz korelacji par, czyli wielko$ci, ktére mogg zosta¢ zmierzone
w eksperymentach.



Rozdzial 3
Separacja Srodka masy

Uklady kilku ciat, ze wzgledu na liczbe stopni swobody, sq bardzo skomplikowane i przez to
trudne do analizy za pomocg metod analitycznych oraz numerycznych. Z kolei metody dedyko-
wane dla probleméw wielu ciat (np. pola Sredniego) nie dziatajq dobrze dla matej liczby czastek.
Stad, w ogolnosci, uktady z mezoskopowa liczbg czastek sg bardzo trudne do badania teoretycz-
nego. Jednym ze sposob6w, aby pokona¢ powyzsze problemy moze by¢ opis badanego ukltadu
we wspolrzednych, ktore sg zwigzane z naturalnymi stopniami swobody uktadu. Wiadomo, ze
istnieja takie zmienne uogoélnione, w ktérych opis uktadu jest bardzo prosty. Niemniej, nawet
dla niewielkiej liczby czastek nalezaloby wykona¢ nietrywialne transformacje, aby wprowadzié¢
takie naturalne zmienne [28-38]. Przyktadowo dla czterech czastek wygodnie jest wprowadzic¢
zmienne Jacobiego [67, 77]. Sytuacja komplikuje sie dla wigkszej liczby czastek i w praktyce takie
podejscie jest nie do zaimplementowania. Oprocz probleméw z implementacja, w przypadku
opisu kwantowego, pojawiaja sie dodatkowe trudnosci zwigzane z nierozr6znialno$cia czastek.
Antysymetryzacja funkcji falowej w jezyku zmiennych uogélnionych prowadzi do nietrywial-
nych wiezéw w obrazie wielocialowym.

Dodatkowo, zmienne uog6lnione moga nie by¢ najlepsze do analizy danych eksperymental-
nych, poniewaz detektory, w tym mikroskopy atomowe, mierza bezposrednio potozenia czastek.
Wygodniejszym rozwigzaniem bylby opis teoretyczny ukladu wykonany w najbardziej natural-
nych zmiennych, tzn. potozeniach czastek zmierzonych w do§wiadczeniu. Niestety, w tym przy-
padku zachowuje si¢ wiele nadmiarowej informacji pochodzacej z trywialnej dynamiki §rodka
masy uktadu, ktéry zupelnie nie zalezy od oddziatywan miedzy czastkami. W przypadku ukta-
doéw ciat umieszczonych w zewnetrznym potencjale harmonicznym, mozna odseparowac ruch
srodka masy [28-32, 77-84]. W rozdziale tym, opartym na pracy [1], bedzie poruszone zagadnie-
nie Srodka masy w uktadzie kilku ciat.

Zat6zmy, ze w hamiltonianie (2.1) oba sktadniki sa umieszczone w zewnetrznym potencjale
harmonicznym, tzn. V,(x) = m,w?x?/2. Dla obu rodzajéw atoméw zaktadamy te sama czesto$é

putapkowania w, a to oznacza t¢ sama skale energii fiw, niezaleznie od mas. W przypadku mie-

25
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szanin réznych pierwiastkéw, z technicznych powodéw, czestosci putapek dla obu z nich sg
r6zne. W do$wiadczeniu za pomocg regulacji parametréw wiazki laserowej mozna nieznacz-
nie zmieniac czesto$¢ pultapki, w ktorej poruszajg si¢ atomy. Przykladowo dla mieszaniny litu
i potasu w doSwiadczeniu [85] stosunek czestoSci wynidst wj/wx = 1.7, co oznacza, ze czesto-
Sci sg tego samego rzedu. Zatozenie rownych czestosci znacznie upraszcza analize i chociaz
jest stuszne w zasadzie tylko dla ukladéw o réwnych masach, nie wptywa znaczaco na wyniki
w uktadach o ré6znych masach. Problem ten zostanie oméwiony szerzej w Rozdziale 5.

Niestety nie mozemy jednoznacznie, tak jak w przypadku jednostki energii, wybrac jednostki
dlugosci. Z analizy wymiarowej wynika bowiem, Ze jednostka ta bedzie zalezna od jednostki
masy. Niech wszystkie masy beda zatem mierzone jako wielokrotno$ci masy m, i bedziemy
przyjmowac, ze m| < m;. Konsekwencja tego wyboru jednostki masy jest ustalenie jednostki
dhugosci: \/7i/ (m|w). Hamiltonian (2.1) w bezwymiarowej formie przyjmuje postac:

R % 102 1, % 1164 1, %%
=Y |25+ +) |-~ +u=y?| +g 8(xi—yp), (3.1)
S 20x 277 I w2oys T2 CEETT

gdzie = my/m| jest stosunkiem mas czastek, a bezwymiarowa stala sprzezenia oddziatywania

wynosi, g = gipy/ m;/ (FBw).

3.1 Dwarozréznialne atomy

Mozna sie spodziewac, ze w modelu opisywanym za pomocg hamiltonianu (2.1) statystyka kwan-
towa gra wazng role. Zanim zostanie oméwiony og6lny przypadek mieszaniny wielu ciat, roz-
wazmy najprostszy mozliwy model, prébujac w ten sposéb zbudowac intuicje do rozumienia
ukltad6éw wielu ciat. Taki minimalny model (N| = N; = 1) bedzie si¢ sktadat z dw6ch rozréznial-
nych czastek umieszczonych w potencjale harmonicznym o czegstosci w, oddziatujgcych kontak-
towo potencjatem typu 6. Czastki sa rozréznialne, wiec ich opis kwantowomechaniczny jest sto-
sunkowo prosty. Nie trzeba bowiem naktada¢ dodatkowych warunkéw na funkcje falowa, tzn.
funkcja falowa nie musi by¢ ani symetryczna, ani antysymetryczna. Z tego powodu, wyjatkowo
w tej pracy, nie bede korzystal z reprezentacji obsadzen, lecz z reprezentacji potozeniowej. Wy-
niki uzyskane ponizej dla dwoch ultrazimnych atoméw beda rozszerzeniem uktadu badanego
w pracy [28] na sytuacje, gdy atomy majg r6zne masy.

Hamiltonian (3.1) dla uktadu dwéch rozréznialnych czastek redukuje sie do:
10> 1, 10 u,

H=—-——S+-x{————5+-yi+86(x1 - y1). (3.2)
20x2 271 2pay2 27!

Zagadnienie wlasne hamiltonianu (3.2) mozna stosunkowo tatwo rozwigza¢ wprowadzajac po-
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tozenie Srodka masy oraz potozenie wzgledne:

Xym| + yiny _ X1+ UnN
m| + my 1+pu
xl—yl.

Rem =

)

r

W nowych zmiennych hamiltonian separuje si¢ na cze$¢ zwigzang z ruchem $rodka srodka masy
FHcy oraz na cze$é zwiazana z potozeniem wzglednym czastek Hyp; :
1 1 0

N 1
H(Rem, 1) = —-—— +—(1+uR%, —
(Rem, 1) 2T+ ok, 2( MRy

11+p d®> 1 p
2 u 0r2 21+u

r*+g8(r). (3.3)

J/ -~

v~

Hem(Rewm) AL (r)

Hamiltonian Hcyy opisuje ruch ciata o masie réwnej sumie mas wszystkich czastek 1 + y w po-
tencjale harmonicznym o czestoéci w. Natomiast hamiltonian Hggy, opisuje ruch ciata o masie
rownej zredukowanej masie uktadu p/(1 + p) w identycznym potencjale. Warto zwroci¢ uwage,
ze wkiad od oddziatywania wystepuje tylko w hamiltonianie zmiennych wzglednych Hgg;. To
oznacza, ze cze$¢ opisujaca ruch Srodka masy jest trywialna (nie zalezy od oddziatywania), na-
tomiast cata zalezno$¢ od oddziatywania wystepuje w zmiennych zwigzanych z ruchem wzgled-

nym. Skalujac odpowiednio zmienne:

1
Rcm — Rem ,
vVi+u
— I L’
1+u

mozemy sprowadzi¢ problem uktadu dwdch czastek o r6znej masie do problemu uktadu czastek
o rownych masach, ktére oddziatujq silniej o czynnik /u/(1 + p):

. 102 1 10 1 U
H=———+-R*———+-r? V| T—88(r).
20R2 " 2 20r2 2 T 1+,ug (r)

Energie wlasne hamiltonianu Hgrgr mozna znaleZ¢ rozwigzujac odpowiednie rownanie prze-

stepne [28].

3.2 Hamiltonian Srodka masy

Uzycie zmiennych, w ktérych mozliwa jest separacja hamiltonianu (3.3) na cze$¢ zwigzana z ru-
chem Srodka masy oraz cze$¢ zwigzang z ruchem wzglednym nie jest przypadkowa. Zaréwno
w mechanice klasycznej jak i w mechanice kwantowej [86-88] istnieje szczeg6lna klasa proble-
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mow, ktére sa opisane za pomocg hamiltonianéw bedacych formg kwadratowa potozen i pe-
déw. W takim wypadku, jezeli oddziatywanie miedzy czastkami zalezy tylko od ich wzglednych
polozen, mozna tak kanonicznie przeksztatci¢ zmienne dynamiczne, aby ruch srodka masy se-
parowat si¢ od ruchu wzglednego uktadu. Oddziatywania nie wptywaja na ruch Srodka masy,
lecz tylko na ruch pozostatych stopni swobody. Procedure separacji mozna wykonac dla dwéch
ciat (jak pokazaliSmy w poprzedniej sekcji), a takze dla wiekszej liczby czastek [29-31, 79, 80].
Czasami niezbedne jest wykorzystanie wyrafinowanych metod opisujacych ruch wzgledny [32,
67].
Polozenie Srodka masy klasycznego uktadu N; + N| czastek jest dobrze zdefiniowana wiel-
koscig wyrazong wzorem:
Ny

N
Zizlxi'ml"'Zj:lej'mT

N Ni
Rcem = = (N +HN1)_1( Xi+ M'J/')- (3.4)
Ny-m|+ Nymy z=zl l ];1 !

Wielko$¢ (3.4) jest liniowg funkcja potozen poszczegblnych czastek, wiec odpowiadajacy jej kwan-
towomechaniczny operator (zapisany w formalizmie drugiej kwantyzacji) jest zdefiniowany na-

stepujaco:
Rem = (N + pNp ™ f dx (] 0 x ¥, (0 + ] 00, (). (3.5)

Rozktadajac operatory pola zgodnie z definicjg (2.4) w bazie funkcji wlasnych odpowiedniego

oscylatora harmonicznego ¢ ;s (x) operator Srodka masy przyjmuje postac:

Romi = (N{+uND ™' 1Y Xijodla,,. (3.6)

ij o
Dla wygody zostaly wprowadzone wspoéiczynniki:
Xijo = Ho f dx¢;, (x)x¢p jo (X, (3.7)

gdzie p) = 1 oraz yy = p. Analogicznie, mozna wprowadzi¢ operator catkowitego pedu (pedu

srodka masy):

Pow=—i [ dx[ ¥ L9 )+ ¥l L@ 3.8
on =1 [ dx[¥](0 ¥ 0+ Pl F ), 3.8

ktéry moze by¢ zapisany do postaci:

Pem = Zzpij,adjgfljg, (3.9)

ij o0



ROZDZIAE 3. SEPARACJA SRODKA MASY 29
gdzie odpowiednie wspoéiczynniki P, , sa zdefiniowane jako:

p =—i fdx ¥ (x)i (x) (3.10)
Im,o — (/)lo' ax(PmU . .

Operator catkowitego pedu Pcy oraz operator potozenia srodka masy Rcy sa kanonicznie sprze-
zonymi zmiennymi i zachodza miedzy nimi standardowe relacje przemiennosci: [Rcwm, Pom] = i
oraz [ﬁCM, I?CM] = [ISCM, PCM] = 0. Hamiltonian Ssrodka masy zapisany w jednostkach bezwymia-

rowych ma postac:

X p? N, + uN;) .
Hey = cm | WNitu T)RéM. 3.11)
2(N| + uNy) 2

Podobnie jak dla dwoch atomoéw, uog6lniony na wiele czgstek hamiltonian Srodka masy (3.11)
opisuje ruch czastki o masie rownej catkowitej masie uktadu (V| + 1 Nt) w potencjale harmonicz-
nym o czesto$ci w. Calkowity hamiltonian moze by¢ rozltozony w sposéb nastepujacy:
H = Hcm + Hger. Hrer jest hamiltonianem ruchu wzgledego i tylko ta cze$é zawiera cala in-
formacje o oddzialywaniach miedzy ultrazimnymi fermionami. Mozna fatwo sprawdzic, ze cal-
kowity hamiltonian uktadu H jest przemienny z hamiltonianem $rodka masy Hcyy oraz z hamil-
tonianem wzglednym Hggy, tzn. zachodzi [H, ﬁCM] = [H, HggL] = 0. To oznacza, ze istnieje baza
w wielocialowej przestrzeni Hilberta, w ktorej wszystkie trzy hamiltoniany przyjmuja jednocze-
$nie postac diagonalna.

Kazdy stan wtasny hamiltonianu (2.2) moze by¢ opisany zestawem N = N| + N; liczb kwan-
towych. Poniewaz Srodek masy si¢ odseparowuje, pozostale N — 1 liczb kwantowych opisuje
oddzialujaca czes¢ uktadu. Stad, catkowita energia & dowolnego stanu wlasnego hamiltonianu
(2.2) moze by¢ zapisana w postaci:

E(V1,V2,...,VN) =E (V1) +E(V2,v3,...,VN), (3.12)
——r

v1+3)

gdzie v = (v1;v2,...,vn) jest zbiorem liczb kwantowych opisujacych dany stan kwantowy ha-
miltonianu H oraz & (v1) odpowiada energii srodka masy w tym stanie. Naturalnie, dla danego
zestawu liczb kwantowych (vy,vs,...,vy) opisujacych wzbudzenia ruchu wzglednego, istnieje
nieskorniczenie wiele stan6w o r6znej wartos$ci v; z energiami oddzielonymi o pojedyncze wzbu-

dzenie Srodka masy fiw.

3.3 Widmo hamiltonianu

W celu analizy widma pod katem jego nietrywialnej czesci & (v, vs, ..., V) zaprezentowana zo-
stanie metoda filtrowania widma [1]. Metoda odfiltrowania z widma energetycznego hamilto-
nianu (2.5) wzbudzen srodka masy bierze sie z trywialnej obserwacji, ze stany wlasne hamil-
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tonianu H sg iloczynami stanéw wtasnych hamiltonianéw Hcyp oraz Hggr. Ten fakt oraz to, ze
hamiltoniany H oraz Hcy sa przemienne, powoduje, Ze mozna uzy¢ wielociatowego stanu wia-
snego hamiltonianu A do wyznaczenia energii wtasnej & (v;) ruchu §rodka Hcy.

Nastepnie, przez zebranie wszystkich stanéw wtasnych catkowitego hamiltonianu H z ta
samag wartos$cig energii wlasnej &(v,), otrzymujemy zbior stanéw, w ktérym kazdy stan ma te
samg liczbe wzbudzen $§rodka masy. Energie &(v2,vs,...,vN) Zwigzane z tym zbiorem stanoéw
tworza widmo odfiltrowane. Wybér liczby kwantowej v; jest dowolny, ale z powod6éw technicz-
nych (metoda Scistej diagonalizacji jest najbardziej dokltadna dla stan6w o niskiej energii), naj-
lepszym wyborem jest wybranie wszystkich stanéw o wartosci liczby kwantowej v; = 0, odpo-
wiadajacej stanowi podstawowemu wzbudzenia Srodka masy o energii wlasnej hiw/2.

Sytuacja jest odrobine bardziej skomplikowana, jezeli wielocialowe stany wtasne hamilto-
nianu H sa j-krotnie zdegenerowane. To oznacza, ze caly zbior stanow wlasnych {|y/,,),..., ¥ j)}
petnego hamiltonianu H ma te sama wartos¢ energii wiasnej &y, = Em, = ... = E;. Zauwazmy,
ze dowolna superpozycja tych zdegenerowanych stanéw wtasnych jest takze stanem wlasnym
hamiltonianu A o tej samej energii &y,;. Istnieje jednak pewna specyficzna superpozycja sta-
néw zdegenerowanych hamiltonianu H, ktéra daje w efekcie stany wlasne hamiltonianu Hgy.
Aby ja znalezé, wyznaczamy elementy macierzowe hamiltonianu §rodka masy Hcy w bazie zde-
generowanych stanéw wlasnych (y;| Homlw i), gdzie |w;), lwir) € {1Wm),..., ¥ m}, a nastepnie
diagonalizujac taki blok znajdujemy stany wlasne hamiltonianu $§rodka masy. Wybierajac stan
o odpowiedniej liczbie kwantowej v, wiemy, ze 6w stan jest stanem wlasnym hamiltonianéw
Hcy oraz H. Zatem znaleziona superpozycja jest szukanym stanem, ktéry mozna dotaczyé do
zbioru odfiltrowanych stanéw wtasnych.

Zauwazmy, ze w procedurze opisanej powyzej nie zakladaliSmy nic o oddzialywaniach, sto-
sunku mas sktadnikéw czy innych dodatkowych symetriach. To oznacza, ze technika jest bardzo
ogoélna i moze miec¢ szerokie zastosowanie.

Pierwszg wielko$cig fizyczng jaka nasuwa sie na mysl przy analizowaniu wtasno$ci dowol-
nego hamiltonianu jest jego widmo energetyczne. Typowe widmo hamiltonianu dla uktadéw
kilku oddziatujacych kontaktowo fermionéw zostato przedstawione na rysunku 3.1a. Energie
nieoddzialujacych fermionéw (dla g = 0) moga by¢ wielokrotnie zdegenerowane. Oddziatywa-
nie znosi te degeneracje i dopiero w granicy nieskoniczonego odpychania (dla g — oco) czes¢
stanow wilasnych ponownie jest zdegenerowana.

W przypadku mieszaniny fermionéw o tych samych masach p = 1, hamiltonian uktadu jest
symetryczny ze wzgledu na zamiane jednego typu czastek na drugi. To oznacza, ze widmo uktadu
N| =3,N; = 1 atomow jest tozsame z widmem uktadu N| = 1, N} = 3 czastek. Ta symetria wraz
z zakazem Pauliego prowadzi do degeneracji energii wielociatlowych w nieskoniczonym odpy-
chaniu [45, 62]. Dzieje sie tak dlatego, ze zakaz Pauliego jest w pewnym sensie podobny do bar-
dzo silnego odpychania — zar6wno w jednym jak i w drugim przypadku fermiony beda siebie
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Rysunek 3.1: (a) Widmo hamiltonianu (2.2) dla Ny =3 i N} = 1 fermionéw o réwnych masach
w funkcji oddziatywania g. (b) Analogiczne widmo wyznaczone dla stosunku mas u = 40/6.
W zaleznoS$ci od stosunku mas atomowych p widma energetyczne r6znig sie jakoSciowo w gra-
nicy silnych oddzialtywan. W szczego6lno$ci podprzestrzenie zdegenerowane w g — oo majg inne
wymiary. (c) Widmo hamiltonianu (2.2) dla Ny =3 N| = 1 fermion6éw w silnym oddziatywaniu
g = 8 w funkcji stosunku mas p. Mozna zaobserwowac, ze zwigkszenie stosunku mas prowa-
dzi do rozdzielenia si¢ czterokrotnie zdegenerowanej podprzestrzeni (zaznaczonej czerwong
elipsa), tak ze stan podstawowy jest tylko dwukrotnie zdegenerowany. Energia jest dana w natu-

ralnych jednostkach oscylatora harmonicznego fiw, a oddziatywanie w jednostkach y/ 3w/ m,.

unikac. Pewng réznica stanowi fakt, ze funkcja falowa catego uktadu nie musi by¢ antysyme-
tryczna przy zamianie dowolnych dwdéch fermionéw, lecz tylko fermionéw tego samego typu.
Degeneracja w granicy g — oo jest konsekwencjq r6znego sposobu zantysymetryzowania funk-
cji falowej pomiedzy fermionami ré6znego typu. Wéréd wszystkich stanéw wyrdznia sie klasa
stanéw catkowicie antysymetrycznych ze wzgledu na zamiane dowolnych dwéch czastek: sg to
tzw. stany Girardeau (odpowiadajg im poziome linie na rysunku 3.1a). Stan Girardeau mozna
skonstruowac za pomoca wyznacznika Slatera dla N = N| + N; fermion6éw. Konstrukcja jest moz-
liwa, poniewaz dla czastek o tych samych masach ksztalty orbitali jednoczastkowych ¢; | (x) oraz
¢i1(x) sa takie same.

Podobna analiza widma dla uktadu czastek o r6znych masach ukazuje jako$ciowe réznice
w stosunku do uktadu o réwnych masach. Aby zilustrowac te r6znice, na rysunkach 3.1a oraz 3.1b
poréwnujemy widma hamiltonianu (2.5) dla mieszaniny fermion6w o rownej masie p = 1 oraz
dla mieszaniny litu oraz potasu p = 40/6 uzywanej w eksperymentach [89, 90]. Widma sg przed-
stawione dla ukladu N; = 3, N| = 1 fermionéw w funkcji oddzialywania g. Pierwsza widoczna
r6znicq jest to, ze w granicy silnego odpychania degeneracja stanéw wtasnych jest czesciowo
zniesiona. W tym miejscu warto dodac, ze wyniki numeryczne wskazuja, ze ten efekt nie zalezy

od liczby czastek. Ze wzgledu na duza ztozono$¢ obliczeniowg problemu zbadano uktady, kto-
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Uktad Srodka Masy Uktad Laboratorium

_//_

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Oddziatywanie g Oddziatywanie g

Rysunek 3.2: Widma fermion6éw o tej samej masie (u = 1) w funkcji oddziatywania g dla r6z-
nych liczb czastek, Nt, N|. Lewe panele ukazujg widmo w uktadzie Srodka masy. Sa one nastep-
nie uzyte do zbudowania pelnego widma (czyli widmo w uktadzie laboratoryjnym) zaprezen-
towanego w prawych panelach. Czarna linia odpowiada stanowi podstawowemu $rodka masy
(v1 = 0), pomaranczowa pierwszemu stanowi wzbudzonemu (v; = 1), a niebieska przerywana
drugiemu stanowi wzbudzonemu Srodka masy (v; = 2). Energia jest dana w naturalnych jed-

nostkach oscylatora harmonicznego fiw, a oddziatywanie w jednostkach y/ 3w/ m,.
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rych suma czastek nie przekracza N; + N| < 10. W zaleznosci od konkretnych liczb N, wymiar
degeneracji oraz spos6b w jaki jest zniesiona sg inne.

Na przykiadzie rysunku 3.1c mozna zauwazy¢ jak degeneracja zostaje znoszona w granicy
silnego oddzialywania g = 8, gdy zmienia si¢ stosunek mas p. Dla rownych mas (¢ = 1) cztery
najnizsze stany wielocialowe maja podobna energie (zaznaczono je na czerwono narysunku 3.1c).
Zwiekszajac parametr ¢ widzimy, ze energia wlasna dwoch nizszych stanéw spada, a pozo-
statych dwéch (o niemal tej samej energii) gwaltownie wzrasta. Jest to spowodowane zmiang
ksztattow jednoczastkowych funkcji falowych ¢;, i dominowania oddzialywania kontaktowego.

W pelnym widmie hamiltonianu A mozna obserwowaé pewne regularnosci, ale w zasadzie
trudno powiedzie¢, ktére stany wlasne r6znig sie tylko wzbudzeniami Srodka masy. Aby rozwia-
zac ten problem zastosujemy procedure odfiltrowania wzbudzen Srodka masy. Wyniki uzyskane
dla mieszanin fermionéw o tej samej masie (u = 1) sgq przedstawione na rysunku 3.2. Widmo
ukazane na lewych panelach przedstawia stany wtasne hamiltonianu A bedace w stanie pod-
stawowym Srodka masy (gorny lewy panel odtwarza wyniki dla Ny = N| = 1 uzyskane analitycz-
nie w [28]). Przez przesuniecie tego widma o fiw, 2fiw, ... mozna odtworzy¢ pelne widmo uktadu
(pokazane na prawych panelach rysunku 3.2), ktore jest znane w literaturze [62, 63]. Zwiekszajac
liczbe czastek, widmo staje si¢ coraz bardziej skomplikowane. Nawet po uproszczeniu widma
metoda filtrowania wzbudzen Srodka masy, widmo ma ztozong strukture z powodu wzrastaja-
cej liczby stopni swobody ruchu wzglednego (lewy dolny panel na rysunku 3.2).

W celu przypisania odpowiednim stanom wtasnym liczb kwantowych v; zwigzanych ze wzbu-
dzeniami Srodka masy, uzyjemy metody odfiltrowania widma. Lewe panele na rysunku 3.3 uka-
zujg widmo w uktadzie Srodka masy. Przesuniecie widma o fiw,2hw,... prowadzi bezposred-
nio do otrzymania pelnego widma wielociatlowego (prawe panele). Widma w ukladzie §rodka
masy dla r6znych mas r6znia sie jako$ciowo od widm ukladéw o ré6wnej masie. Jedynym wyjat-
kiem jest przyktad dwoch cial, gdzie jak wykazano wczesniej, widmo czastek o r6znych masach
mozna wyznaczy¢ z widma uktadu o réwnych masach p = 1. Fakt ten jest widoczny, gdy porow-
namy lewe gorne wykresy na rysunku 3.2 oraz na rysunku 3.3. Jeden wykres mozemy otrzymac
z drugiego skalujac oddziatywanie g — g+/u/(1+ ). Inng wazng konsekwencjg réznych mas
jest brak catkowicie antysymetrycznych stanéw wtasnych (znanych jako stany Girardeau). Me-
chanizm niszczenia tych stan6w mozna zrozumie¢ nastepujaco. Zmiana masy jednego ze sktad-
nikéw skutkuje zmiang ksztattu orbitali jednoczastkowych (zwigekszenie masy skutkuje bardziej
zlokalizowanymi funkcjami falowymi). W zwigzku z tym nie mozna utworzy¢ stanoéw catkowicie
antysymetrycznych za pomocg wyznacznika Slatera, z powodu braku symetrii zamiany jednych

czastek na drugie.
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Uktad Srodka Masy Uktad Laboratorium

-2 0 2 4 6 8 10 — ' 0 2 4 6 8 10
Oddziatywanie g Oddziatywanie g

Rysunek 3.3: Widma uktadu fermionéw o r6znych masach (u # 1) w funkcji oddzialywania g dla
roznej liczby czastek, Ny, N|. Lewe panele odpowiadaja widmu w uktadzie Srodka masy. Sa one
uzyte do skonstruowania pelnego widma ukazanego na prawych panelach. Czarna linia odpo-
wiada stanowi podstawowemu $rodka masy (v; = 0), pomaraniczowa linia pierwszemu stanowi
wzbudzonemu (v; = 1), a niebieska przerywana linia odpowiada drugiemu stanowi wzbudzo-
nemu Srodka masy (v; = 2). Energia jest dana w naturalnych jednostkach oscylatora harmonicz-

nego fiw, a oddzialywanie w jednostkach 4/ 3w/ m;.
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3.4 Korelacje dwucialowe

Jeden z postulatéw mechaniki kwantowej méwi, ze cata informacja o stanie uktadu jest zakodo-
wana w jego funkcji falowej. Niestety, funkcja falowa moze mie¢ bardzo skomplikowang forme,
zwlaszcza dla stanoéw wielociatowych, z powodu posiadania wielu stopni swobody. W praktyce
duzo tatwiej jest badac¢ prostsze wielkoSci takie jak energia, profil gestosci jednocialowej czy ko-
relacje nizszego rzedu rzedu [19-27]. Scisty zwiazek z do§wiadczeniem motywuje nas jeszcze
bardziej, aby przeanalizowac zagadnienie korelacji w uktadzie kilku czastek.

Funkcja korelacji, na ktérej sie skupimy, bedzie najprostsza korelacja zawierajaca informacje
o obu sktadnikach. W szczeg6lnosci analizujemy wtasnos$ci uktadu zapisane w profilu gestosci

par (zdefiniowanej wzorem (2.22))
Clx,y) = (| ¥V Tn¥, 1P, 0 |w),

tzn. w diagonalnej czeg$ci zredukowanej dwuciatowej macierzy gestosci.

Na rysunku 3.4 przedstawiony jest profil gesto$ci par wyznaczony dla stanu podstawowego
i kilku stanéw wzbudzonych w uktadzie Ny = 2, N| = 1 czastek oraz dla oddzialywania g = 3.
Lewa kolumna odpowiada stanom, ktére sa w stanie podstawowym Srodka masy (v, = 0), ale
r0zniq sie wzbudzeniem zmiennej wzglednej. Prawe panele r6znig si¢ od lewych jednym wzbu-
dzeniem Srodka masy (v; = 1). Mozna zauwazyc¢, ze ksztalty profili gestosci par pokazane na ry-
sunku 3.4 r6znia sie. W szczeg6lnosci lewe panele zdecydowanie r6znia si¢ od prawych, mimo ze
majq takie same wzbudzenia zmiennej wzglednej. To oznacza, z¢ trywialne, bo nie zalezace od
oddziatywania, wzbudzenia §rodka masy catkowicie zmieniajg ksztatt profili gestosci par. Wy-
nika z tego, ze na podstawie uzyskanych w doSwiadczeniu korelacji dwuciatlowych moze by¢
trudno klasyfikowac¢ profile gestosci wedtug wzbudzen zmiennej wzgledne;j.

Problem klasyfikacji stanow jest jeszcze trudniejszy w przypadku, gdy masy fermionéw sa
r6zne. Profil gestosci par dla stosunku mas u = 5 jest pokazany na rysunku 3.5. W tym wypadku,
w przeciwienstwie do przypadku réwnych mas, stany wlasne charakteryzujace sie ta sama war-
toScig liczby kwantowej v;, a r6zniace sie tylko wzglednym wzbudzeniem, majq prawie te same
profile gestosci par. Lewe panele na rysunku 3.5 odpowiadaja stanowi podstawowemu, a prawe
pierwszemu stanowi wzbudzonemu srodka masy. Wzbudzenia ruchu wzglednego zmieniaja je-
dynie nieznacznie profil gestoSci par. W konsekwencji te stany sg praktycznie nierozréznialne.
Dodatkowo, stany sg prawie zdegenerowane, co wida¢ na rysunku 3.3. Jedyna wielko$¢, ktéra
rozréznia te stany, to r6zne wzbudzenia srodka masy. Cho¢ nie jest to widoczne od razu, in-
formacja o wzbudzeniu zmiennej wzglednej jest zakodowana w profilu gestoSci par. Te ukryta
informacje da sie wyznaczy¢ bezposrednio z do§wiadczalnie mierzonych profili gestoSci par.

Wydobycie tej informacji jest mozliwe, poniewaz w uktadzie opisanym hamiltonianem (2.5)

mozna odseparowaé pewne stopnie swobody. Odseparowanie Srodka masy od wewnetrznych
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Polozenie y

v=(1,0,0)

3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Polozenie x Polozenie x

Polozenie y

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Polozenie x Polozenie x

Rysunek 3.4: Profil gestosci par dla kilku najnizszych stanéw wlasnych uktadu Ny =2,N, =1
czastek w przypadku ré6wnych mas (¢ = 1) oraz oddziatywania g = 3. Lewy panel odpowiada
stanowi podstawowemu $rodka masy (v; = 0), podczas gdy prawy panel ukazuje pierwszy stan
wzbudzony srodka masy (v; = 1). G6érne i dolne rzedy pokazujg odpowiednio stan podstawowy
(v2 = 0) i pierwszy stan wzbudzony (v, = 1) w zmiennych wzglednych. PoloZenia i gesto§¢ dwu-
cialowa sa mierzone odpowiednio w y/i/ (m|w) oraz m w/h.
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Rysunek 3.5: Profil gestoSci par dla kilku najnizszych stanéw wtasnych uktadu N; = 2, N| =1 cza-
stek dla stosunku mas p = 5 oraz oddzialywania g = 3. Lewy panel odpowiada stanowi podsta-
wowemu $rodka masy (v; = 0), podczas gdy prawy panel przedstawia pierwszy stan wzbudzony
srodka masy (v; = 1). Gérny i dolny rzad ukazuja odpowiednio stan podstawowy (v, = 0) oraz
pierwszy stan wzbudzony (v, = 1) we wspétrzednej wzglednej. Potozenia i gestos¢ dwuciatowa
sa mierzone odpowiednio w \/71/(mw) oraz myw/n.
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stopni swobody oznacza, ze funkcja falowa kazdego stanu moze by¢ zapisana jako iloczyn:
\P(xly .. -)le) Yi-- -»J’NT) = \P(RCM)\P("b 2,...) rN—]_)) (313)

gdzie Rcy 0znacza wspotrzedng Srodka masy, a ry, 1o, ..., ry—1 S pewnymi ogélnymi wspotrzed-
nymi wzglednymi. Ze wszystkich mozliwych kombinacji r6znic potozen postaci x; — y;j, X; — X;
oraz y; — yj, tylko N} + N| — 1 zmiennych jest niezaleznych. To oznacza, ze jest duza dowolnos¢
w wyborze wspolrzednych wzglednych. Odleglo$¢ r1 = x; — y; miedzy para fermionéw réznego
typu jest bardzo wygodng wspotrzedna, ktéra ma prostg interpretacje fizyczna.

Aby zbadac¢ informacje ukrytg w korelacjach dwuciatlowych, rozwazmy drugi moment pro-
filu gesto$ci par, ktdry jest zdefiniowany nastepujgco:

j:fc(xlrJ’l)(xl_J/I)zdxldJ/L (3.14)

Mozna bezposrednio pokazaé, ze wielko$¢ ta nie zalezy od potozenia §rodka masy uktadu Rcy,
tzn. jest nieczuta na wzbudzenia Srodka masy czastek. Wynika stad, ze tak dtugo jak stany wiasne
hamiltonianu (2.2) majg te same wartosci liczb kwantowych zwigzanych ze wzglednymi stop-
niami swobody (v2,v3...vy), powinny mie¢ takze te same wartosci wielko$ci .#. Poniewaz .
jest niezmiennicza wzgledem wzbudzen $rodka masy, mozliwe jest poklasyfikowanie wszyst-
kich stanéw wilasnych uktadu ze wzgledu na wzbudzenia ruchu wzglednego.

W celu pokazania, ze niezmiennik .# doskonale nadaje si¢ do klasyfikacji stanéw wlasnych,
obliczone zostaty wartosci .# dla szerokiego zakresu parametrow (stosunkéw mas p, liczby cza-
stek N, N oraz sily oddzialywania g). Wyniki sg przedstawione na rysunku 3.6. Kolejne stany
wlasne wzbudzen Srodka masy v; = 0,1 oraz 2 sg zaznaczone odpowiednio czarnymi krzyzami,
czerwonymi kwadratami oraz niebieskimi okregami. Zgodnie z oczekiwaniami dla danego ze-
stawu liczb kwantowych opisujacych ruch wzgledny (va,vs,...,vn), wielko§¢ .# nie zalezy od
wzbudzen $rodka masy. Oznacza to, Ze dla zadanego oddziatywania g krzyze, kwadraty oraz
okregi na rysunku 3.6 sg potozone w tym samym punkcie. Rozbieznos$ci widoczne dla silnych
oddziatywan g, zwlaszcza dla przypadku ré6wnych mas p =1 (lewe panele na rysunku 3.6), sg
zwigzane z metoda numeryczna, a $cilej rzecz biorgc ze skoficzonym rozmiarem bazy jednocia-
towej. Odchylenia mogg by¢ zmniejszone przez zwiekszenie parametru obciecia Nyx kosztem
czasu wykonywanych obliczen. Poniewaz w uktadzie o r6znej masie orbitale jednociatowe maja
ksztatt zalezny od rozwazanego rodzaju fermionéw o, numeryczny blad dla u =5 jest mniejszy
niz dla réwnych mas ¢ = 1 (odpowiednio prawa i lewa kolumna na rysunku 3.6). Niezmien-
nik .# ro$nie monotonicznie wraz ze wzrostem oddziatywania g. Takiego zachowania funkcji
mozna sie spodziewac, poniewaz niezmiennik .#, co wynika z definicji (3.14), jest wielkoScia,
ktéra mierzy Srednig odleglo$¢ miedzy fermionami | i 1. Odleglo$¢ ta musi sie zwiekszaé, gdy

wzrasta odpychanie w ukladzie. Sg od tego wyjatki, a mianowicie catkowicie antysymetryczne
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Rysunek 3.6: Niezmiennik .# w funkcji sily oddziatywania g dla r6znych stanéw witasnych opi-
sanych liczbami kwantowymi (vy;va,...,vN). Lewa kolumna ukazuje wyniki dla przypadku row-
nych mas (u = 1), podczas gdy prawa dla r6znych mas (u = 5). Kolejne rzedy przedstawiaja wy-
niki dla réznej liczby czastek (Nt + N| = 2,3,4). Czarne krzyze odpowiadaja stanom ze Srod-
kiem masy w stanie podstawowym (v; = 0), czerwone kwadraty stanom o jednym wzbudze-
niu Srodka masy (v; = 1), a niebieskie okregi odpowiadajq stanom z podwdjnym wzbudzeniom
Srodka masy (v; = 2). Niezmiennik .# dany jest w jednostkach 72/ (wm,)), a oddziatywanie w jed-

nostkach \/h3w/m.
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stany Girardeau, ktére nie zalezg od oddziatywania g. W tych stanach, z powodu antysyme-
trii funkcji falowej ze wzgledu na zamiang jakichkolwiek dwoéch czastek, energia oddzialywania
kontaktowego znika i prowadzi dostatej wartosci .#. Korzystajac z monotoniczno$ci niezmien-
nika .# w funkcji oddzialywania g i tego, ze funkcja falowa dla uktadu nieoddziatujacego oraz
nieskonczenie silnie oddziatujacego jest czgsto znana, mozna wyznaczy¢ graniczne wartosci %
oraz ., dla konkretnego stanu wlasnego. Dla skoriczonej warto$ci oddzialywania g musi za-
chodzi¢ nier6wnos¢ ) < Iy < Fo.

Na koniec, zwr6¢my uwage ze jest mozliwe zdefiniowanie innych niezmiennikéw zwigza-
nych bezposrednio z korelacjami wielocialowymi. Na przyklad, zamiast rozwazania wielkoSci
#, mozna rozwazac wielko$¢ .# zwiazang z szerokos$cig rozkladu srodka masy w stanie wia-
snym |y; ):

Al = yi| Royg [wi)- (3.15)

Wielko$¢ ta, w przeciwienistwie do .#, jest niezmiennicza ze wzgledu na obecno$¢ wzbudzen we
wspo6trzednych wzglednych, tzn. nie zalezy od liczb kwantowych (v, vs,...,vN). Stad, moze by¢
uzywana jako wskaznik wzbudzen srodka masy, bedac niewrazliwa na wzbudzenia wewnetrz-
nych stopni swobody. O ile .# zalezy tylko od dwuciatowego profilu gestoSci par, nowa wielko§¢
M zalezy takze od jednocialowych gestoSci oraz od dwuciatowych profili gestosSci par fermio-
now tego samego typu:

M =Y Ny f Po(0)x*dx+)_ Ny (Ny—1) f Coo (X, x)xx'dxdx'+uN| Ny f C(x,y)dxdy, (3.16)
o g

gdzie u; = 1 oraz p; = p. Profil gestoSci par tego samego rodzaju fermionoéw na stanie |w,-> jest

zdefiniowana analogicznie do (2.22):
Coo(x,x) = (yi| ¥L ) V] () Vo ()6 () 9. (3.17)

Poniewaz niezmiennik .4 zalezy od wszystkich trzech mozliwych profili gestosci dwucialowe;j,
wydaje sie by¢ mniej praktyczng wielko$cig niz .#.

Zauwazmy, ze wyniki zaprezentowane w tym rozdziale moga by¢ takze wazne w przypadku
potencjaléw réznigcych sie od oscylatora harmonicznego. Wtedy ruch Srodka masy jest sprze-
zony do ruchu wzglednego czastek, a to prowadzi do bardzo ciekawych zjawisk znanych jako
Inelastic Confinement-Induced Resonances, ktore byly ostatnio badane zar6wno teoretycznie jak
i dosSwiadczalnie [91-93].

Fakt, ze cze$¢ waznych informacji o stanach wlasnych moze by¢ wydobyta z do§wiadczalnie
dostepnych korelacji pochodzi z mozliwos$ci odseparowania ruchu Srodka masy. Metoda przed-
stawiona w tym rozdziale moze by¢ bardzo tatwo uogé6lniona na dwusktadnikowe mieszaniny

bozonéw lub mieszaniny fermionowo-bozonowe oraz na oddzialywanie dlugozasiggowe, o ile
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ich posta¢ pozwala na odseparowanie ruchu srodka masy.
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Rozdzial 4

Separacja profilu gestosci indukowana

réznica mas

4.1 WlasnoSci stanu podstawowego

Wyniki poprzedniego rozdziatu jednoznacznie pokazuja, ze r6znica mas miedzy atomami po-
waznie wptywa na posta¢ widma energetycznego uktadu kilku atomoéw oraz na postac pro-
filu korelacji par. Profil gestosci jednociatowej (2.21) jest wielkoScia, ktora dostarcza informa-
cji o rozkladzie przestrzennym czastek i mozna mierzyc jq doSwiadczalnie. Z tego powodu ten
rozdzial, oparty na pracy (2], bedzie poSwiecony wplywowi réznicy mas na wilasnosci profilu
gestosci mieszaniny fermiondéw.

Aby mie¢ punkt odniesienia, analiz¢ zaczniemy od stanu podstawowego uktadu opisanego
hamiltonianem (3.1), gdy masy obu rodzaju fermionéw sa réwne p = 1. Tym samym odtwo-
rzymy wyniki teoretyczne uzyskane w grupie Nikolaja Zinnera [69], gdzie uktad fermionéw o row-
nych masach zostat poddany analizie. W pracy tej pokazano, ze odpychanie pomiedzy fermio-
nami réznych typéw prowadzi do separacji profili gestosci, gdy w uktadzie wystepuje asymetria
w liczbie czastek, tzn. N} # N|. W szczeg6lnosci, autorzy zbadali oddziatywanie jednej czastki
(N| = 1) z calym morzem Fermiego czastek drugiego typu (/N; > 1). Badania byly przeprowa-
dzone dla réznej liczby czastek (N; = 3,6,9). Analogiczne obliczenia powt6rzono za pomoca
metody Scistej diagonalizacji w pracy [2], a gesto$¢ jednocialowa (2.21) uzyskana w ten sposéb
dla uktadu N; = 3, N| = 1 jest przedstawiona na gornej czesci rysunku 4.1. Dla rownych mas
i w granicy silnego oddzialywania fermiony, ktérych jest wiecej sa wypychane ze Srodka pu-
tapki harmonicznej. Natomiast fermion typu | znajduje sie¢ w samym Srodku putapki z prawie
niezmieniong gesto$cia jednociatowq. Zwiekszanie sity oddziatywania g prowadzi do formowa-
nia sie¢ dwoch domen , spinowych”. Warto zauwazyc¢, ze profile gestosci sktadnikow sg niemal
identyczne dla stabego oddzialywania g = 1 oraz dla prawie nieoddzialujacego uktadu g = 0.1.
Metoda uzyta w [69] charakteryzuje sie lepszg doktadnoscia dla silnych oddziatywan, a gorsza

42
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Rysunek 4.1: Jednoczastkowa gestoS¢ p(x) (gruba niebieska linia, ciezkie fermiony) oraz p|(x)
(cienka czerwona linia, lekkie fermiony) wyznaczona dla stanu podstawowego uktadu dla r6z-
nych warto$ci oddzialywania g oraz stosunku mas p (N =31 N| = 1). Dla stabych oddziatywan,
jednoczastkowa gesto§¢ odtwarza wynik dla gazu idealnego dla obu typéw fermionéw. Gdy od-
dzialywanie jest wystarczajqco silne, w uktadzie wystepuje separacja gestoSci. Potozenia i gesto-

Sci sa mierzone odpowiednio w /7i/(m w) oraz \/m w/h.

dla stabych, wiec jest komplementarna do metody $cistej diagonalizacji [2]. Wyniki otrzymane
metodaq Scistej diagonalizacji dla oddziatywania g = 10 sg nie do odréznienia od wynikow uzy-
skanych w pracy [69] dla bardzo silnego oddziatywania g = 100. Z por6wnania powyzszych re-
zultatéw otrzymanych dwoma metodami wynika, ze funkcja falowa uzyskana metodg $cislej
diagonalizacji dla oddzialywania g = 10 niewiele sie r6zni od prawdziwej funkcji falowej dla
nieskonczenie silnych oddziatywan. Dla réwnych mas p = 1 separacja w stanie podstawowym
jest obecna tylko gdy rézne sa liczby czastek (N} # N|) i pojawia si¢ zawsze w sktadniku z wyz-
szg liczbg czastek N;. W pracy [94] pokazano, ze prawdopodobienistwo znalezienia fermionow
mniej liczebnych w §rodku putapki zmniejsza sie wolniej niz tych o wyzszej liczebnosci. To jest
powdd, dla ktérego ten mechanizm separacji wymaga r6znej liczby czastek obu rodzajéw.
Mechanizm separacji indukowanej przez r6znice mas jest fundamentalnie r6zny od mecha-
nizmu separacji opisanej w [69]. Szczegoétowe obliczenia zostaly przeprowadzone dla ukladu,
w ktérym stosunek mas wynosi p = 40/6 (dolny rzad na rysunku 4.1). Nawet dla prawie nieod-
dzialujacych czastek, czyli gdy por6wnamy wykresy w pierwszej kolumnie rysunku 4.1, profile
gesto$ci znacznie sie r6znia. Jednak réznica ta wynika bezposrednio z wiekszej lokalizacji ciez-
szych czastek, tzn. z faktu, ze ich funkcje falowe sg odpowiednio wezsze. Trywialne skalowanie
amplitudy profilu gestosci /i oraz szerokosci przez 1/,/p doprowadzi do ksztattu profilu gesto-
§ci odpowiedniego dla czastek o r6wnej masie. Jednak gdy zwigkszymy odrobine oddzialywanie
(Srodkowa kolumna), zobaczymy ze profil gestosci lzejszej, pojedynczej czastki zaczyna sie roz-
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dziela¢ na dwie czesci. Natomiast profil gestoSci ciezszych czastek pozostaje w Srodku prawie sie
nie zmieniajac. W granicy silnego oddziatywania efekt ten jest jeszcze bardziej widoczny. Sepa-
racja profilu gestosSci przebiega zatem inaczej niz w przypadku mieszaniny o rownych masach.

Dla uktadéw o réznych masach (u # 1) mechanizm separacji jest konsekwencjg r6znych
ksztattow stanéw jednoczastkowych ¢;| oraz ¢;;. Uklad nie jest symetryczny wzgledem za-
miany czastek, z czego wynika Ze energie oddziatywania pomiedzy czgstkami obsadzajacymi
rézne poziomy oscylatora harmonicznego takze nie sg symetryczne. Ten prosty fakt prowadzi
bezposrednio do zjawiska separacji w sktadniku o mniejszej masie. Aby w pelni wyjasni¢ me-
chanizm, skoncentrujmy si¢ na przypadku N; = 31 N| = 1 czastek. W granicy znikajacego od-
dziatywania, stan podstawowy uktadu ma posta¢!:

0N = At ot At ot
1210;0) = 1/V6 4;, 4y, 4}, a; Ivac). (4.1)

Gdy oddzialywanie jest obecne, czastki o r6znym typie starajg sie unikac¢, aby zminimalizowac
energie oddzialywania i w konsekwencji zmieniajgq swoja konfiguracje w bazie Focka. Energia
oddziatlywania moze by¢ zminimalizowana poprzez wzbudzenie czastki do wyzszego stanu jed-
noczgstkowego. W badanym modelu, w ktérym czestos$¢ oscylatora w dla obu czastek jest taka
sama, energia wzbudzenia nie zalezy od typu czastki i wynosi fiw zar6wno dla 1zejszego jak
i ciezszego fermionu. R6zZne masy wplywaja natomiast na wlasnosci przestrzenne (wieksza lo-
kalizacja ciezszych czastek), co powoduje, ze uktad N| = 3, Ny = 1 czastek ma inne wtasnosci od
uktadu N| = 1, N} = 3. Fermiony r6zniq si¢ rozktadem przestrzennym, co przekltada sie¢ bezpo-
Srednio na energie oddziatywania i faworyzuje wzbudzenia 1zejszych czastek ze wzgledu na ich
wieksze rozmycie. W konsekwencji stany Focka typu [210;k) = 1/v/6 &;T&IT d&ézz | |[vac) z k>0
zaczynaja wnosi¢ wklad i dominowa¢ w wielocialowym stanie podstawowym uktadu.

Dokladne badanie stanu podstawowego otrzymanego z metody Scistej diagonalizacji dowo-
dzi, ze ta heurystyczna argumentacja jest poprawna. Na przyktad dla silnego oddzialywania
g =101 duzej r6znicy mas p = 40/6 rzut stanu podstawowego |1//0> na stan podstawowy nieod-
dzialujacego uktadu wynosi [(210; 0|y ) |2 < 107, Jednoczes$nie catkowite prawdopodobieristwo
znalezienia wszystkich trzech ciezkich czastek w stanie najnizszym stanie wynosi
Yk 1€210;kly o) |2 = 0.9. To oznacza, ze energia stanu podstawowego jest minimalizowana gtoéw-
nie dzieki ruchliwodci 1zejszej czastki tzn. temu, ze lzejsza czastka ma szerszy rozklad prze-
strzenny.

Mozna sprawdzi¢, ze wyzej opisany mechanizm jest bardzo ogélny i nie zalezy od liczby fer-
mionéw poszczegblnych typéw. Na rysunku 4.2 pokazujemy jednoczastkowe profile gestosci dla
roznej liczby fermion6éw N; i N| otrzymane w granicy silnego oddziatywania g = 10. Na wszyst-
kich wykresach stosunek mas wynosi y = 40/6, a separacja indukowana réznica mas zawsze

1Korzystamy z krétszego zapisu niz w definicji (2.17), ktéry jest bardzo wygodny, gdy wiele stanéw jednociato-
wych jest nieobsadzonych.
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Rysunek 4.2: Jednoczastkowa gesto$¢ p(x) (gruba niebieska linia, ciezkie fermiony) oraz p| (x)
(cienka czerwona linia, lekkie fermiony) wyznaczona dla stanu podstawowego uktadu w granicy
silnego oddziatlywania g = 10. W przeciwienstwie do wynikéw uzyskanych dla réwnych mas
@ =1, w tym przypadku separacja zawsze nastepuje w sktadniku 1zejszym, bez wzgledu na li-
czebnosc¢ ciezkich ilekkich czgstek. W szczeg6lnosci separacja ma miejsce rowniez w przypadku
rownych liczb fermionéw N; = N|. Potozenia i gestosci sq mierzone odpowiednio w /ii/ (mw)

oraz /myw/h.

wystepuje w 1zejszym sktadniku (cienka czerwona linia). Wyniki otrzymane dla wszystkich kon-
figuracji z Ny + N| < 10 czastkami potwierdzaja, ze 1zejszy skladnik jest zawsze dzielony na dwie
domeny niezaleznie od liczby fermionéw. Warto nadmienic, ze szczeg6lny przypadek N; = 1,
N| = 2 czastek o r6znych masach zostat przeanalizowany innymi metodami w pracy [95] i wyniki
te sg w pelni zgodne z wynikami uzyskanymi za pomoca metody Scistej diagonalizacji. Niestety
metoda wariacyjna uzyta w tej pracy bardzo trudno si¢ uogoélnia na wieksza liczbe czastek.
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4.2 WlasnoSci stanu mieszanego

W tej sekcji przeanalizujemy jak niedoskonalo$ci przygotowania uktadu wptywaja na zaobser-
wowane zjawisko separacji przestrzennej profilu gestosci. Eksperymentalna realizacja stanu pod-
stawowego jest zwykle bardzo trudna. W rzeczywistym do$wiadczeniu istnieje mozliwos¢, ze
przygotowany uktad bedzie w stanie wzbudzonym, a nie podstawowym. Taka mozliwo$¢ opi-
suje sie za pomocg stanu mieszanego, ktorego dokladna postac zalezy od konkretnego doSwiad-
czenia. W tym rozdziale zalozymy, ze model stanu termicznego pr powinien dobrze oddawac
wlasno$ci stanu mieszanego opisujgcego niedoskonatosci przygotowania uktadu. Rozwazmy

zatem wielociatlowy stan mieszany postaci:
pr=Z7' Y pilvi)(wil, (4.2)
i

gdzie prawdopodobienistwa p; = exp(—&;/kp T) oznaczaja wage, z ktora stan wlasny |1,I/,'> daje
wklad do stanu mieszanego, a Z = }_; p; jest suma statystyczng. Parametr ,temperatury” T
(mierzony w jednostkach fiw/ kp) moze by¢ uzyty jako efektywna miara oddzialywania ze $ro-
dowiskiem zewnetrznym lub miara niedoskonatosci przygotowania uktadu. Latwo zauwazyc,
ze w granicy T — 0 stan mieszany przechodzi w macierz gestoSci stanu podstawowego pr =
[wo) (wol. Po zdefiniowaniu stanu mieszanego pr cata analiza moze zosta¢ przeprowadzona ana-
logicznie jak dla stanu podstawowego |1p0>, Z tym Ze gesto$¢ py(x) dla stanu mieszanego jest
zdefiniowana nastepujaco:

po(x, T) =Tt [ pr¥t 0¥, ). (4.3)

W granicy T — 0 wzor (4.3) przechodzi we wzor (2.21).

Z postaci wyrazen na wagi p; wynika, ze najwiekszy wktad bedg miatly stany o niskiej ener-
gii, a wktady od wyzszych stanéw wzbudzonych zanikaja wykladniczo z wartoscia energii &;.
W praktyce nieskoriczong sume (4.2) przyblizamy do skonczonej liczby stanéw wielociatowych,
ktéra oczywiscie zalezy od temperatury 7. Dla ustalonej temperatury liczba stanéw wielociato-
wych jest wyznaczona w ten sposdb, Ze jej zwiekszenie nie zmienia znaczaco ksztaltu gestosci
jednoczastkowe;.

Na rysunku 4.3 pokazujemy wplyw temperatury na separacje w gestoSci jednociatowej dla
liczby czastek rownej N; = 3, N| = 1 oraz silnego oddziatywania g = 10. Lewa kolumna przedsta-
wia profile gestosci dla parametru T = 0, czyli stanu podstawowego. Jak wida¢, w gérnym rze-
dzie dla uktadu réwnych mas p = 1, separacja jest niszczona od razu, gdy wyzsze stany wzbu-
dzone zaczynajg istotnie uczestniczy¢ w stanie mieszanym uktadu. Profile gestosci sa wygla-
dzone, a fluktuacje gestoSci przestrzennej zanikaja.

W ukladzie o stosunku mas u = 40/6 dzieje sie co$ zupelnie innego. Mianowicie, separa-
cja indukowana przez duzg réznice mas prawie nie jest czuta na wplyw temperatury. Jedyna
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Rysunek 4.3: Jednoczastkowa gestoS¢ pi(x) (gruba niebieska linia, cigzkie fermiony) oraz
p(x) (cienka czerwona linia, lekkie fermiony) wyznaczona dla stanu termicznego pr uktadu

N; =3, N| =1 czastek w granicy silnego oddzialywania g = 10 dla r6znych temperatur 7. W ukia-
dach o réwnych masach p = 1 separacja faz wywotana nier6wna liczba czastek jest natychmiast
niszczona w niezerowej temperaturze. W przypadku separacji przestrzennej wywotanej réznica
mas, jednoczastkowy profil gestosci lekkich czastek nie zmienia si¢ znaczaco wraz z parame-
trem temperatury T'. PoloZenia i ggstoSci sa mierzone odpowiednio w y/ii/ (m|w) oraz \/mw/h.

widoczng réznicg jest wygltadzenie gestosci w ciezszym skltadniku. Powyzszy wynik wskazuje,
ze mechanizm indukowania separacji przez r6znice mas ma catkowicie ré6zne pochodzenie od
mechanizmu wystepujacego dla analogicznego uktadu fermionéw o tej samej masie.
Konstrukcja termicznego stanu mieszanego wymagala uzycia wyzszych stanéw wzbudzo-
nych z odpowiednimi wagami. Aby rzuci¢ wigcej Swiatla na zjawisko termicznej stabilnoSci
przyjrzyjmy sie strukturze stanéw wzbudzonych. Wyniki opisane w poprzedniej sekcji impli-
kuja, ze wszystkie stany wielocialowe sg istotnie zmienione na skutek zmiany masy jednego ze
sktadnikow fermionowych. Na rysunku 4.4 przedstawiamy gestosSc jednocialowg zaré6wno wie-
locialowego stanu podstawowego jak i pieciu kolejnych stanéw wzbudzonych. Profile gestosci
stanéw wzbudzonych charakteryzujq sie ztozong struktura, bez wigkszych prawidtowosci jezeli
chodzi o wystepowanie separacji. Jest zatem naturalne, Ze stan termiczny traci strukture stanu
podstawowego, w ktorej fermiony o wigkszej liczebnoSci beda sie dzieli¢ na dwie czeSci. Przy
okazji omawiania gestosci jednociatlowych stanéw wzbudzonych warto zwr6ci¢ uwage na stan
|w3) (pierwszy rzad, Srodkowa kolumna na rysunku 4.4), ktéry odpowiada catkowicie antysy-
metrycznemu stanowi Girardeau. Stan Girardeau ma te sama posta¢ w bazie Focka niezaleznie
od oddzialywania g: |1,l/3> = %(|321;0) —1320;1) +310;2) —[210; 3)). Profil gestoSci ma ten sam
ksztatt dla obu rodzajéw fermionéw, a amplituda gestosci jest proporcjonalna do liczby czastek

w danym skfadniku. Oddziatywanie kontaktowe nie daje wkladu do energii dzieki antysymetrii
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Rysunek 4.4: Jednoczastkowa gestoS¢ p1(x) (gruba niebieska linia) oraz p| (x) (cienka czerwona
linia) wyznaczona dla kolejnych stanéw wielociatowych |1//i> uktadu w granicy silnego oddzia-
tywania g = 10 dla N} = 3, N| = 1 oraz réwnych mas u = 1. Polozenia i ggsto$ci sa mierzone

odpowiednio w /fi/(mw) oraz \/m w/h.
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Rysunek 4.5: Jednoczastkowa gestoS¢ p(x) (gruba niebieska linia, ciezkie fermiony) oraz p|(x)
(cienka czerwona linia, lekkie fermiony) wyznaczona dla kolejnych stanéw wielociatowych |w,~>
uktadu w granicy silnego oddzialywania g = 10 dla N} = 3, N| = 1 oraz r6znych mas u = 40/6.
Potozenia i gestoSci sa mierzone odpowiednio w /f/(m|w) oraz /mw/h.

funkcji falowej, ktérej to antysymetrii nie wida¢ bezposrednio w gesto$ci jednociatowe;j.
Zupelnie inaczej wyglada sytuacja w przypadku modelu uktadu potasuilitu (¢ = 40/6) przed-
stawiona na rysunku 4.5. Cecha wspdlna kolejnych stanéw zbudzonych jest to, ze charaktery-
zujg sie tym specyficznym rozkladem przestrzennym, co stan podstawowy: ciezkie atomy zaj-
muja miejsce w Srodku pulapki, podczas gdy lekkie rozdzielajq sie na dwie cze$ci. Taka postac
stan6w wzbudzonych sprawia, ze stan mieszany z nich skonstruowany musi takze sie charakte-

ryzowac wlasnoscia separacji 1zejszego sktadnika.

4.3 Jednowymiarowa studnia prostokatna

Separacja w uktadzie odpychajacych sie fermionéw wydaje sie by¢ zaskakujacym zjawiskiem.
Waznym pytaniem, ktére nalezy sobie postawic¢ jest: jak wazne w tym zjawisku jest wystepowa-
nie zewnetrznego potencjatu harmonicznego? Czesciowo odpowiedZ na pytanie zostala udzie-
lona w pracy [68], gdzie separacja indukowana r6znicq mas byla przewidziana dla dwusktadni-

kowej mieszaniny fermionéw w przypadku braku zewnetrznego potencjatu.
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W tej sekcji przyjrzymy sie doktadniej podobnym warunkom i zaprezentujemy wyniki uzy-
skane dla jednowymiarowej studni prostokatnej, czyli dla potencjalu wyrazonego wzorem:

{ 0 jezelilx|<L
VBox(x) = L (4.4)
oo jezeli|x|> L,

gdzie 2L jest szeroko$cig studni. Rozwigzania jednocialowe tego zagadnienia znamy z Rozdzia-
tu 1. Majac rozwigzania jednocialowe mozemy przeprowadzi¢ peing analize analogicznie do
zagadnienia fermionoéw w potencjale oscylatora harmonicznego.

Na rysunku 4.6 przedstawione sg profile gestosci jednoczastkowej dla silnie oddzialujacego
uktadu dwéch typow czastek o stosunku mas réwnym p = 40/6. Symulacje numeryczne wska-
Zuja, Ze separacja zawsze ma miejsce dla r6znych konfiguracji czastek dla Ny + N| < 7. W przy-
padku jednorodnego potencjatu separacja gestosci takze jest obecna w uktadzie. Co ciekawe,
w przypadku studni kwantowej, to ciezkie czgstki zostajq rozdzielone, a lekkie pozostaja w Srodku.

Takze w przypadku studni prostokatnej separacje profilu gestosci ciezszych czastek mozna
wytlumaczy¢ za pomocg argumentu energetycznego. Jednoczastkowe funkcje falowe sg doktad-
nie takie same dla obu sktadnikéw i nie zalezg od stosunku mas u. Z tego faktu wynika, ze
oddziatlywanie kontaktowe nie faworyzuje energetycznie zadnego typu czastek, poniewaz wiel-
kosc¢ U jk jest symetryczna ze wzgledu na zamiang fermionu { z fermionem |. Jedyna r6znica
w energiach stan6éw wielocialowych pochodzi od jednoczastkowej czesci hamiltonianu (2.2).
Koszt energii potrzebny do wzbudzenia ciezszej czastki jest u razy mniejszy (zobacz réwnanie
(2.14)), stad separacja w tym sktadniku jest faworyzowana.

Dla wartosci stosunku mas p bliskich jednosci, potrzebne jest znacznie silniejsze oddziaty-
wanie, aby spowodowac separacje w profilach gestosci. Ta obserwacja jest zgodna z intuicyjnym
obrazem, tzn. dla prawie rownych mas zaden ze skltadnikéw nie jest wystarczajaco faworyzo-
wany, wiec duzo silniejsze oddzialywania jest potrzebne, aby wystarczajaco ztamaé symetrie

uktadu i spowodowac separacije.
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Rysunek 4.6: Jednoczastkowa gestoSc pt(x) (gruba niebieska linia, ciezsze fermiony) oraz p|(x)
(cienka czerwona linia, 1zejsze czastki) wyznaczone na stanie podstawowym uktadu dla r6z-
nej liczebnosci czastek w silnym oddziatywaniu g = 4 dla stosunku mas p = 40/6. Czarnymi
liniami zaznaczone sg $ciany potencjatu. W przeciwienstwie do separacji indukowanej r6znicq
mas w oscylatorze harmonicznym, w wypadku studni prostokatnej separacja dotyczy zawsze
jednoczastkowej gestoSci ciezszego skltadnika, a efekt nie zalezy to od liczebnos$ci fermionéw
w poszczegllnych sktadnikach. W szczegblnoSci, separacja zachodzi takze w ukladzie, w kt6-
rym jest rowna liczba fermionéw N| = Nj. Polozenie x i gesto$¢ p, sa mierzone odpowiednio
w jednostkach /7i/ (m w) i \/(m w)/T.




Rozdzial 5

PrzejScie indukowane zmiana ksztaltu

pulapki

W poprzednim rozdziale zostat opisany efekt separacji profili gesto$ci w uktadzie ultrazimnych
fermion6éw o ré6znych masach. Okazalo sig, ze charakter tej separacji jako$ciowo rézni sie w za-
leznoSci od tego czy fermiony sg umieszczone w zewnetrznym potencjale harmonicznym czy
w potencjale studni prostokatnej. W pierwszym przypadku lekkie czgstki sa wypychane na ze-
wnatrz, a ciezkie pozostajg w Srodku. Natomiast w drugim przypadku jest dokladnie odwrotnie:
to ciezkie czastki sa wypychane na zewnatrz, a lekkie zostajg w srodku. W tej sytuacji natural-
nym pytaniem jest: jak przebiegaltby proces zmiany profilu gestosci w ukladzie, w ktérym adia-
batycznie zmieniany byltby ksztatt zewnetrznego potencjalu? W tym rozdziale, opartym na pracy
[3], znajduje sie odpowiedZ na powyzsze pytanie. Aby te odpowiedZ uzyskaé, rozwazmy zatem
nastepujacy hamiltonian:

2 2 Ny N;

0
———+Vi(yjA|+8D 6(xi—yi), (6.1
ZmT ayjz I ;]; l J

N R 62
A=Y |- — 4+ Vi(x;,A
i; 2m ax? 1xn

N

+2
j=1

gdzie V;(x, 1) jest zewnetrznym potencjatem, w ktorym umieszczone sg fermiony typu o. Po-

tencjat V;(x, 1) definiujemy nastepujaco:

%Amngxz jezeli |x| < L

Vo (x,A) = { (5.2)

00 jezeli |x| > L,

gdzie A jest bezwymiarowym parametrem ksztattu, ktory opisuje geometrie putapki. Na rysunku
5.1 pokazano jak zalezy ksztalt zewnetrznego potencjatu od parametru A w naturalnych jed-
nostkach energii dla danego typu fermionu m,w?L?. Zwiekszanie parametru A powoduje, Ze

pulapka coraz bardziej przypomina oscylator harmoniczny. W granicy A — 0 odtwarzany jest

potencjal studni prostokatnej (2.11), a z kolei w granicy A — 1 , obciety” oscylator harmoniczny

52
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(tzn. potencjal oscylatora harmonicznego ograniczonego twardymi Scianami). OczywiScie w tym
drugim przypadku istnienie twardych Scian powoduje, ze stany jednoczastkowe (zwtaszcza te
wysoko wzbudzone) r6znig si¢ od stanoéw zwyklego oscylatora. W szczeg6lnosci stany wysoko
wzbudzone zaczynajg przypominac stany studni kwantowej. Jednak niskie stany wzbudzone
oscylatora harmonicznego oraz obcietego oscylatora harmonicznego V;(x,1) nie r6znia sie od
siebie znaczaco, o ile $ciany potencjalu beda potozone odpowiednio daleko od siebie. Argu-
mentem na traktowanie V; (x, 1) jak potencjalu harmonicznego jest takze to, ze funkcje falowe
X

oscylatora harmonicznego daleko od srodka putapki zanikajg jak e~ * { nie wnikajq do regio-

néw zwigzanych z twardymi §cianami [96]. Warto zauwazy¢, ze podobny potencjal zostat przy-

A=0 A =0.25
“0.4f 0.4f
Y L
sb
£02f 0.2F
\b [
= 0 I I I 0 L1 L I L L
-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1
A=0.5 A=1
Vo4l 04l
Y L L
80 L L
£ 0.2} 0.2}
% | I
>0_|.|.|.|.|0_|.|.|.|.|
-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1
Potozenie x/L Potozenie x/L

Rysunek 5.1: Ksztatt potencjatu V;; (x, 1) w jednostkach naturalnych dla danego typu czastek dla
r6znych warto$ci parametru A. Dla A = 0 dostajemy ksztatt jednowymiarowej studni. Zwieksza-
jac ten parametr putapka coraz bardziej przypomina oscylator harmoniczny.

gotowany doS$wiadczalnie w grupie Zorana Hadzibabica [43]. W tym celu atomy umieszcza si¢
w putapce harmonicznej, nastepnie dodaje si¢ dodatkowe ,$ciany” efektywnego potencjatu. Na
koricu wyltacza sie powoli putapke harmoniczng. Sytuacja ta odpowiadataby wytworzeniu po-
tencjatu V;;(x,1), a nastepnie zmniejszaniu warto$ci parametru A do zera. Z uwagi na kontekst
doswiadczalny, potencjat (5.2) wydaje si¢ mie¢ bardzo naturalng konstrukcje.

Dla danego ksztaltu putapki A, mozna numerycznie wyznaczy¢ jednoczastkowe stany </)§{2 (x)
i odpowiadajace im energie wlasne E,({},) uzywajac metody Scistej diagonalizacji jednoczastko-
wego hamiltonianu

n? d?

HY = —  — 1V (x,A). 5.3
g ng dx2 O'(x ) ( )
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Diagonalizacja jest wykonana, tak jak bylo to oméwione w Rozdziale 3, w dziedzinie polozen na
gestej siatce z odlegtoscia 6 x. Otrzymane w ten spos6b stany 4)%; (x) stuza jako baza jednocia-
towa do dalszej analizy.

W granicznym przypadku oscylatora harmonicznego (1 — 1), niskowzbudzone, jednocia-

towe funkcje wtasne obu typéw fermionéw sg zwigzane ze soba za pomocg nastepujgcego ska-

P10 = (my/m)"* ¢V Sy I my x).

To oznacza, ze funkcje falowe ciezszych czastek sg bardziej zlokalizowane w §rodku putapki.

lowania:

W tym wypadku energie wtasne nie zaleza od masy czastki i zalezg liniowo od gtéwnej liczby
kwantowej n=1,2,3,...:
1
EY =ho (n - E) : (5.4)

Dla ujednolicenia zapisu w tym rozdziale, w powyzszym wzorze numerujemy stany od n = 1,
a nie od n = 0, tak jak sie zwykle spotyka w literaturze w problemie oscylatora harmonicznego.
Warto takze zauwazyc¢, ze dla odpowiednio wysokich wzbudzen 7, poprawki od twardych $cian
stajq sie wazne. Jak wyjasnialiSmy wcze$niej, aby unikna¢ tego problemu w naszym numerycz-
nym podejsciu, ustalamy szeroko$¢ studni prostokatnej na tyle duza, aby obecnos$¢ Scian nie
wplywala na ksztalt orbitali jednoczastkowych, ktére sg znaczaco obsadzone dla stanu podsta-
wowego. Mozna sprawdzi¢, ze dla dlugos$ci L wybranej w tej rozprawie i rozwazanym zakresie
parametréw, wyniki dla standardowego oscylatora harmonicznego (bez $cian) sg odtworzone
dla A = 1. Dlatego odtad bedziemy traktowac¢ A = 1 jak prawdziwy oscylator harmoniczny.

W przypadku potencjatlu studni prostokatnej (A = 0), ksztatty funkcji falowych nie zalezg od

1
0 .
Ell)j(x) = \/; sin

Jednakze, w tym wypadku, jednoczastkowe energie wlasne zalezg od mas i liczby kwantowe;j
n=1273,..

masy i majg dobrze znang forme:

na(x+ L)

L (5.5)

2.2 2
(0):hﬂn ~
"7 8myg, L2

n’. (5.6)

Wszystkie wielko$ci wyrazone sa w jednostkach oscylatora harmonicznego czastek o spinie
|, tzn. wszystkie dtugosci sa mierzone w jednostkach /7i/ (m, ), energie w hiw, pedy w jednost-
kach /him,w, etc. Wprowadzamy takze bezwymiarowy parametr stosunku mas p = my/m;. Ow
stosunek mas jest duzo wiekszy od jednosci dla mieszaniny litu i potasu: u = 40/6. W tych jed-
nostkach, jednoczastkowe hamiltoniany (5.3) maja forme:

w_1d 1

1 d?
H ——+§/1x2, v = — & L Hy e

= = — 5.7
b 2dx? I 2udx? 2 6D
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Aby uczyni¢ dalsza analize przejrzysta, rozmiar uktadu jest wybrany w taki sposéb, ze jed-
noczastkowe widma skrajnych hamiltonianéw (tzn. tych dla potencjatu studni oraz potencjatu
oscylatora harmonicznego) maja przerwe energetyczng pomiedzy najnizszymi poziomami tego

samego rzedu, tzn. Egi) — Eﬁ) ~ ES) — Eil), co odpowiada nastepujacemu warunkowi

3hm?

R — 5.8
8m wl? ©-8)

Ten warunek decyduje o odpowiednim rozmiarze uktadu 2L = 3.9 \/Wlw) . Aby sie upewnic,
ze $ciany nie naruszaja w sposob zauwazalny jednoczastkowych gestosci w przypadku obcie-
tego oscylatora harmonicznego, ustalamy rozmiar pudetka na nieco wigkszy, tzn. 2L = 7\/hi/ (m| w).
Ten warunek powoduje, ze przerwy energetyczne miedzy najnizszymi poziomami majg ten sam

rzad wielkoSci.

5.1 Widmo wielocialowe

Na poczatek zostanie zbadane jak na wlasnosci spektralne wielocialowego hamiltonianu wptywa
ksztatt zewnetrznego potencjalu A oraz stosunek mas p. Wyniki dla potencjatu harmonicznego
(gérny rzad na rysunku 5.2) byly szczegétowo opisane w Rozdziale 3. Wynika z nich, ze wraz
ze zwiekszaniem parametru stosunku mas p quasi-degeneracja widma wielociatowego zostaje
czeSciowo zniesiona w granicy silnego oddziatywania (patrzy prawy gorny panel na rys. 5.2).
Jest to spowodowane zniesieniem globalnych symetrii hamiltonianu, ktére sg obecne gdy masy
dwoch typow czastek sg takie same — jest to symetria zamiany jednego rodzaju czastek na dru-
gie.

Okazuje sie, ze widmo hamiltonianu mieszaniny fermionéw umieszczonych w studni pro-
stokatnej (dolny rzad na rysunku 5.2) wykazuje pewne podobieristwa do widma hamiltonianu
uktadu fermion6éw uwiezionych w putapce harmonicznej. Do tych podobienstw nalezy quasi-
degeneracja pozioméw energetycznych dla silnych oddzialywan oraz istnienie stanéw Girar-
deau (widocznych jako poziomie linie w lewej kolumnie rysunku 5.2) W tym miejscu warto
takze zauwazy¢, ze dla ukladu o rownych masach oraz dowolnego parametru 0 < A < 1 takze
istniejg stany Girardeau. Jest to bezposrednia konsekwencja tego, ze konstrukcja catkowicie an-
tysymetrycznego stanu moze by¢ zastosowana dla dowolnego A, ale tylko w uktadzie o rownych
masach, gdy orbitale jednoczastkowe sg takie same dla obu typéw fermionéw.

Takze w przypadku studni prostokatnej (podobnie jak dla oscylatora harmonicznego) wie-
locialowe widmo hamiltonianu (5.1) si¢ zmienia, gdy fermiony majq r6zne masy (dolny prawy
wykres na rysunku 5.2). Zmiana ta zachodzi z powodu zaleznosci energii jednocialowej czastek
(5.6) od stosunku mas u i jest widoczna nawet w przypadku braku oddzialywania g = 0.
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Rysunek 5.2: Widma uktadéw sktadajacych si¢ z N} = 3 i Ny = 1 fermionéw w funkcji oddzia-
tywania g. Goérny rzad ukazuje wyniki dla potencjalu oscylatora harmonicznego, a dolny rzad
dla potencjatu studni prostokatnej. Quasi-zdegenerowane pasma energetyczne widoczne w le-
wej kolumnie sg rozszczepione, gdy masy r6znych rodzajéw fermionow sg rézne p # 1 (prawa
kolumna). Energia jest dana w naturalnych jednostkach oscylatora harmonicznego /w, a od-

dzialywanie w jednostkach 1/ 3w/ m,.

5.2 Poréwnanie z ukladem o tej samej masie

W poprzednim rozdziale zostalo pokazane, ze separacja profili gestosci przebiega inaczej w r6z-
nych potencjatach zewnetrznych. Na rysunku 5.3 poréwnano separacje profilu gestosci w dwoch
skrajnych ksztattach potencjatu tzn. w przypadku studni (lewa kolumna) oraz w przypadku
oscylatora harmonicznego (prawa kolumna). Odpowiadajace sobie wykresy sg sporzadzone dla
tej samej liczby czastek w obu sktadnikach i tej samej wartoSci oddziatywania. Na podstawie
tego porownania mozna przypuszczac, ze mechanizm separacji indukowanej r6znicg mas ma
inny charakter w tych dwéch przypadkach.

Na rys. 5.4 rozbudowany zostat przyklad N; = 3 i N| = 2 czastek (dolne panele na rys. 5.3)
o rowne masy oraz o ksztalt zewnetrznego potencjatu dla 0 # A # 1. Jak wiadomo, w przypadku
rownych mas (¢ = 1) separacja moze by¢ wywotana tylko przez réznice liczby czastek w obu
typach N; — N|. W konsekwencji zawsze, kiedy Ny = N|, oba skladniki maja ten sam profil gesto-
$ci jednoczastkowej i separacja nie moze by¢ zaobserwowana. Sytuacja sie zmienia, gdy uktad
rozni sie choc troche liczbami czastek. Jako przyktad postuzy nam uktad Ny =31 N| = 2 czastek.



ROZDZIAE 5. PRZEJSCIE INDUKOWANE ZMIANA KSZTAETU PUEAPKI 57

Studnia Oscylator
1.5 :
Np=1
g 1t Ny=3
Je! i
go5 |
0 | ! |
-4 -2 0 2
1.5
L Np=2
g 1+ Ny=2
9 L
£05 -
0 | N |
-4 -2 0 2
1.5
- N¢=3
3 1 F Ny =1
9 _1
go5 |
0 | L | |
4 2 0 2
1.5
L N¢=3
Q9L N =2
g 1]
05 -
0 | L | L |

-4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4
Potozenie x Potozenie x
Rysunek 5.3: Por6wnanie r6znych scenariuszy separacji dla uktadéw fermionéw o ré6znych ma-
sach (u = 40/6) indukowanych przez r6zne ksztatty putapki, w granicy silnego oddzialywania
g = 4. Lewa kolumna odpowiada potencjatowi studni prostokatnej, natomiast prawa oscylato-
rowi harmonicznemu. Gruba niebieska i cienka czerwona linia przedstawiajg jednoczastkowe
profile gestosci dla odpowiednio ciezkiego i lekkiego sktadnika. Kolejne rzedy odpowiadaja r6z-
nym konfiguracjom liczby czastek N| oraz N;. Niezaleznie od liczby czastek danego typu, sepa-

racja jest zawsze obecna albo w sktadniku ciezszym (studnia) albo 1zejszym (oscylator harmo-
niczny). Polozenia i gesto$ci sa mierzone w jednostkach odpowiednio /7/(m|w) oraz /m|w/h.
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Rysunek 5.4: Jednoczastkowa gestoS¢ pi(x) (gruba niebieska linia, ciezszy skladnik) oraz p|(x)
(cienka czerwona linia, 1zejszy skladnik) wyznaczona dla stanu podstawowego ukladu ztozo-
nego z Ny = 31 N| = 2 czastek w granicy silnego oddziatywania g = 4. Polozenia i gestoSci sa
mierzone w jednostkach, odpowiednio, \/7i/ (m w) i / m w/h.

Charakterystyczne oscylacje widziane na gornych panelach rys. 5.4 pojawiajq si¢ w profilach
gestosci stanu podstawowego w granicy silnego oddzialywania, a oba sktadniki wykazujq anty-
ferromagnetyczny porzadek. Wydaje sie, ze ten porzadek nie zalezy od ksztattu zewnetrznego
potencjatu. To uogélnia wyniki otrzymane niedawno dla oscylatora harmonicznego badanego
w skonczonej wartoSci oddziatywania g [69] i rozszerza wyniki otrzymane dla nieskoriczonych
oddziatywan [94, 97].

W zestawieniu wynikéw dla y = 1 oraz p = 40/6 (odpowiednio gérny oraz dolny rzad na
rys. 5.4) mozna zaobserwowac znaczace jakoSciowe réznice. Jak wiadomo, w putapce harmo-
nicznej cigzsze czastki koncentrujg si¢ w Srodku putapki, a Izejsze sg wypychane na zewnatrz.
W studni prostokatnej to ciezsze czastki sg wypychane w poblize Scian putapki, a lekkie fer-
miony znajduja sie w srodku. Srodkowy dolny wykres ukazuje profil gestosci dla posredniego
ksztattu potencjatu. Nalezy jednak pamietac, ze wyniki sg otrzymane dla duzego, ale skonczo-
nego oddziatywania. Numeryczne obliczenia, wykonane dla wielu r6znych konfiguracji liczby
czastek i ksztatltow pulapki, pokazuja, ze dla dowolnego ksztattu opisanego parametrem z prze-
dzialu 0 < A < 1 istnieje pewna krytyczna warto$¢ oddzialywania, powyzej ktérej jedna z dwéch
typOw separacji pojawia sie w uktadzie. Mozna przypuszczaé, ze dla nieskoriczonego oddziaty-
wania kazdy uktad kilku fermionéw o r6znej masie bedzie wykazywat separacje w jednociatowej
gestosci. Od ksztaltu zewnetrznego potencjatu zalezy jedynie to, w ktorym sktadniku dochodzi
do separacji. To oznacza, ze uklad doSwiadcza pewnego rodzaju przejScia pomiedzy r6znymi
rodzajami uporzadkowania w granicy nieskoniczonego oddzialywania, ktore jest powodowane
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adiabatyczng zmiang ksztattu potencjatu. Jak sie okazuje, wtasno$ci tego przejscia moga by¢
zrozumiane za pomocg metod dobrze znanych z teorii kwantowych przejs¢ fazowych.

5.3 PrzejScie powodowane zmiana ksztaltu pulapki

W dwdch skrajnych ksztattach putapki Vj (x, 1) separacja profilu gestosci powodowana réznica
mas jest przeciwnego typu. W zaleznoS$ci od ksztattu zewnetrznego potencjatu, cigzsze lub 1zej-
sze czastki sg wypychane na zewnatrz dla odpowiednio silnego odpychania miedzy czastkami.
W ramach modelu opisanego hamiltonianem (5.1) mozemy badac przej$cie migdzy tymi dwoma
porzadkami, ktére zachodzi przy adiabatycznej zmianie ksztaltu putapki. Aby nasza analiza byta
nie tylko jakoS$ciowa, ale takze iloSciowa powinniS§my wprowadzi¢ pewng wielko$¢, ktéra jest
zwigzana z porzadkiem, a jej warto$¢ bedzie wskazywac na rodzaj separacji obecnej w uktadzie.
Wyb6r parametru porzadku cechuje pewna dowolnos¢, jednak wydaje si¢ dosy¢ naturalne, aby

skupi¢ sie na nastepujacej wielkosci:
m(x) = py(x) —p(x), (5.9)

ktéra mozna interpretowac jako przestrzenng gestos$¢ rozktadu magnetyzacji. Rozktad (5.9) r6zni
sie w zalezno$ci od tego czy lekkie czy ciezkie czastki sg wypchniete ze srodka putapki, co jest
zilustrowane na rysunku 5.5. Jest to powodowane faktem, ze funkcja m(x) jest antysymetryczna
ze wzgledu na zamiane typow czastek | i 1. Zamiast rozpatrywac¢ pelny rozktad magnetyzacji
m(x) wygodne jest jednak wprowadzenie uproszczonej wielko$ci, ktérej warto$¢ od razu bedzie
informowata nas o typie uporzadkowania wystepujacego w uktadzie (wielko$¢ petnigca funkcje
parametru porzadku). Aby znalezZ¢ takq wielko$¢, rozpatrzmy kolejne momenty rozkladu m(x).
Zerowy moment, czyli norma magnetyzacji | _LL dxm(x) = Ny—N|, jest wielkoScia catkowicie nie-
zalezng od ksztattu putapki i stanu kwantowego. Nie jest zatem dobrym kandydatem na para-
metr porzadku. Ze wzgledu na symetrige odbic przestrzennych wzgledem Srodka uktadu, pierw-
szy moment magnetyzacji m(x) znika i takze nie moze prawidtowo rozr6zniaé typu porzadku.
Dopiero drugi moment magnetyzacji m(x) bedzie odr6zniat separacje ciezkich oraz lekkich cza-
stek: L

U:dexxzm(x). (5.10)

Na rysunku 5.6 pokazujemy zaleznos¢ parametru porzadku o od parametru ksztattu putapki
A dla réznej liczby czastek oraz r6znej warto$ci oddzialywania g. Dla dwéch skrajnych typow
putapki widzimy, ze wielkoS¢ o wysyca si¢ do dwoch réznych od siebie warto$ci odpowiadaja-
cym r6znym uporzgdkowaniom. To oznacza, ze wielko$¢ o gra role parametru porzadku i moze
zostac uzyta jako wskaznik danego typu uporzadkowania. Tak dtugo jak dany rodzaj separa-
cji jest obecny w uktadzie, warto$¢ parametru o jest niemal stata. Jak widac na rys. 5.6 istnieje
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Rysunek 5.5: Gesto$¢ magnetyzacji m(x) wyznaczona z profili gestosci jednocialowych ps(x)
dla stanu podstawowego uktadu ztozonego z N; = 3 i N| = 2 czastek w granicy silnego oddzia-
tywania g = 4. Polozenia sa mierzone w jednostkach |/71/(mw), a gestoS¢ magnetyzacji oraz

jednocialowa w \/mw/h.

jednak taki ksztalt putapki, ze warto$¢ parametru o gwattownie si¢ zmienia. Co wiecej, dla sil-
nych oddziatywan, przejscie jest bardziej gwaltowne. Mozna si¢ spodziewac, ze dla nieskoniczo-
nego odpychania otrzymamy charakterystyczng funkcje schodkowa. Wszystko powyzsze ozna-
cza, ze przejScie miedzy porzadkami ma wiele wlasnos$ci przemiany fazowej [98, 99] i moze by¢
przeanalizowana za pomocg metod znanych z teorii kwantowych przejs$¢ fazowych [100, 101].
W naszym ukladzie role parametru porzadku oraz parametru kontroli grajg odpowiednio: drugi
moment gesto$ci magnetyzacji o oraz parametru ksztattu putapki A. Z tego punktu widzenia
granica termodynamiczna w rozwazanym ukladzie odpowiada nieskoriczonemu oddziatywa-
niu miedzy czastkami g — oo.

Aby scharakteryzowac przejsScie miedzy r6znymi porzadkami nalezy przeanalizowac¢ nie tylko
parametr porzadku, ale takze jego wyzsze pochodne. Naturalnie, najwazniejsza jest pochodna
najnizszego rzedu, ktora jest rozbiezna w punkcie przejscia. Nasze numeryczne wyniki wska-
zuja, ze w badanym przypadku, to pierwsza pochodna o ma te ceche w granicy nieskoriczonego
oddzialywania. W analogii do fizyki przejs¢ fazowych ta wielkos¢ ma wszystkie cechy podat-
nosci, poniewaz mierzy zmiany gestosci magnetyzacji m(x) przy matych zmianach parametru
kontroli A:

do(1)

YA === (5.11)
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Rysunek 5.6: Drugi moment magnetyzacji o (5.10) w funkcji ksztaltu putapki dla r6znych war-
toéci oddzialywania (od g = 4 do g = 5). Kazdy wykres odpowiada okreslonej liczbie czastek
danego typu. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze dla skrajnych ksztaltéw putapki, warto$¢ funkcji o wy-
syca sie do pewnego okreslonej wartosci, podczas gdy o zmienia sie monotonicznie w poblizu
punktu przejscia miedzy porzadkami. Drugi moment o jest wyrazony w naturalnych jednost-
kach oscylatora harmonicznego 72/ (m,w).

Numerycznie wyznaczamy podatno$¢ y dla r6znej liczby czastek oraz r6znej wartosci oddzia-

tywania g (przykiady dla catkowitej liczby czastek N| + N; = 4 sg pokazane w lewej kolumnie
rysunku 5.7). Posta¢ funkcji y(A, g) zalezy zar6wno od ksztattu (parametr kontroli 1) jak i od-
dzialywania g. Jej maksimum ro$nie wraz z warto$cig oddziatywania oraz nieznacznie zmienia
swoje potozenie. Mozna przypuszczaé, ze dla nieskonczenie duzych oddzialywan kontaktowych
podatnos¢ y bedzie rozbiezna w punkcie przej$cia miedzy dwoma rodzajami separacji. To za-
chowanie jest bezposrednim skutkiem wyostrzania sie funkcji o dla silnych oddziatywan (zo-
bacz rysunek 5.6).

Analogia z teorig kwantowych przejs¢ fazowych jest jeszcze bardziej widoczna, gdy zbadamy
wlasnosci skalowania funkcji y dla silnych oddziatywan w poblizu przejscia krytycznego. W tym
celu zat6zmy, ze parametr porzadku o wykazuje pewne naturalne skalowanie w poblizu punktu
przejscia A, tzn. jest jednorodng funkcjq jego istotnych parametréw: sity oddziatywania g oraz
unormowanego ksztattu pulapki zdefiniowanego jako 7 = (A — 1.)/A.. W konsekwenciji, te same
cechy beda wykazywaé wszystkie pochodne parametru porzadku o. W szczegélno$ci dla podat-
nos$ci oznacza to, Ze istnieje pewna uniwersalna funkcja y(¢), ktéra decyduje o ksztalcie podat-
nosci y (4, g) dlar6znych ksztattow putapki oraz r6znych wartosci oddzialywania. Na podobien-

stwo do teorii kwantowych przejs¢ fazowych, zalozymy nastepujacy ansatz skalowania [98, 99]:

ylv

xT.9=g"pg""), (5.12)
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Rysunek 5.7: Wlasnosci skalowania ukladu kilku cial. Lewe panele: podatnos¢ y(7, g) w funk-
cji ksztattu putapki A dla r6znych wartosci oddzialywania g oraz réznej liczby czastek N, N;.
Charakterystyczne maksimum podatnosci, ktérego wysokos¢ wzrasta wraz z oddziatywaniem g,
jest dobrze widoczny. Pionowa czerwona linia odpowiada krytycznej warto$ci ksztaltu putapki
A otrzymanej przez ekstrapolacje wynikéw do nieskoriczonego odpychania. Srodkowe panele:
przeskalowana podatno$¢ w funkcji unormowanego oraz przeskalowanego parametru ksztattu
putapki. Prawe panele: drugi moment o dla takiej samej procedury skalowania dla ksztattu pu-
tapki. Podatnosc y jest wyrazona w jednostkach 72/ (mw).
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gdzie v iy sg odpowiednimi wyktadnikami krytycznymi modelu. Jezeli zaloZenie o wlasnosciach
skalowania jest poprawne, wtedy istnieje odpowiedni wybé6r wyktadnikéw krytycznych, dla kt6-
rego wystepuje tzw. kolaps wszystkich punktéw nalezacych do krzywych y (7, g) do jednej uni-
wersalnej krzywej y(¢). Aby wykazac, ze nasz uktad w rzeczy samej posiada te wtasnosc¢, wyko-
naliSmy odpowiednie numeryczne obliczenia oparte na metodzie kolapsu danych. Stosujac te
metode mozna znalezZ¢ wielko$¢ y/v wykreSlajac logarytm maksiméw funkcji In y dla r6znych
wartoS$ci oddziatywan w funkcji In g. Nastepnie, przeksztalcajac ansatz (5.12) do postaci

0=g"rg "1, (5.13)

nalezy tak dobrac¢ parametry y, v oraz A, aby krzywe dla r6znej warto$ci oddziatywania g si¢ na
siebie natozyly. Wiecej szczeg6téw mozna znalez¢ w artykutach [98, 99, 101]. Wyniki uzyskane
dzieki tej metodzie sg przedstawione w Srodkowej kolumnie rysunku 5.7.

Jest wyraZznie widoczne, ze po odpowiednim przeskalowaniu funkcji y oraz oddziatywania g
nastepuje kolaps krzywych y do jednej uniwersalnej krzywej ¥ dla szerokiego zakresu znor-
malizowanych ksztattow putapki 7. Miejsce punktu przejscia A, oraz wyktadniki krytyczne sg
opisane w legendach odpowiednich wykreséw. W zaleznosci od liczby czastek, wyktadniki kry-
tyczne majg rézne wartosci. W prawej kolumnie rysunku 5.7 jest pokazany drugi moment roz-
ktadu o po dokonaniu analogicznych operacji skalowania. Mozna zaobserwowac, ze takze w tym
wypadku nastepuje kolaps wszystkich punktéw na wykresie do pewnej uniwersalnej krzywej
0. Powyzsze wyniki sugeruja, ze przejScie miedzy roznymi uporzadkowaniami wywotane adia-
batyczng zmiana ksztaltu putapki, w granicy silnych oddzialywan ma wiele wtasno$ci znanych
z teorii kwantowych przejs¢ fazowych. To oznacza, ze w granicy nieskonczonego oddziatywa-
nia, dla okreslonego ksztattu putapki, uktad ma jedno dobrze zdefiniowane uporzadkowanie.
W poblizu punktu przejscia uklad doznaje gwaltownego przejScia — jednoczastkowe gestosci
zmieniajg sie tak, ze po modyfikacji ksztattu putapki majg zupelnie inny typ uporzadkowania.
Warto zaznaczy¢, ze w przypadku jednowymiarowych uktadéw zwykle spodziewamy sie gltad-
kich przejs¢ [60, 102], a nie szybkich zmian wtasno$ci uktadu. Z tego punktu widzenia przejscie
przewidziane w tym rozdziale jest rzadkim i interesujacym zjawiskiem.

Komentarza moze wymaga¢ mata warto$¢ parametru A, w ktérym nastepuje przejscie mie-
dzy r6znymi rodzajami separacji profilu gestosci. Zostalo sprawdzone, ze nie jest to artefakt
numeryczny, natomiast jego warto$c jest SciSle powigzana ze skalami energii w uktadzie, ktore
z kolei zalezg od rozmiaru studni L, a wiec potozenia Scianek. Energia pojedynczego wzbudze-
nia maleje z kwadratem rozmiaru L, lecz jezeli Sciany sg blisko siebie, a fermiondw jest wiele,
to zaburzony zostaje profil gestoSci fermionéw dla A = 1. Stad taki wybor parametrow, ze przej-
$cie zachodzi dla niskich wartoSci A. Zostato takze sprawdzone, ze efekt przejscia nie zalezy od
konkretnej parametryzacji potencjatu (5.2). Zmiana ksztattu zewnetrznego potencjatu z oscyla-

tora harmonicznego do studni prostokgtnej nie jest jedynym mozliwym sposobem wywotania
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przej$cia miedzy porzadkami.

Mozliwa jest takze inna realizacja tego zjawiska, poniewaz kluczowa jest zmiana skal energii
wzbudzen jednociatowych oraz energii oddzialywania wraz z ksztaltem putapki. W doswiad-
czeniu rozne pierwiastki sg umieszczane zwykle w putapkach o r6znych czestoSciach (czestos¢
zalezy miedzy innymi od typu atomu). Czestosci te moga by¢ modyfikowane w pewnym zakre-
sie, a w zwiazku z tym modyfikowane sa skale energetyczne oraz rozktady przestrzenne. Z tego
powodu zatozenie w tej rozprawie tych samych czestoSci w| = wt nie powoduje jakoSciowych
zmian podczas badania niskich stanéw zbudzonych, o ile obie czesto$ci uzyte w do§wiadczeniu

majq warto$ci tego samego rzedu.



Rozdzial 6
Ansatz interpolacyjny

Wyniki uzyskane w poprzednich rozdziatach byly oparte na metodzie Scistej diagonalizacji, ktéra
mimo swoich niekwestionowanych zalet cechuje sie stosunkowo duza ztozono$cig obliczeniows.
Z tego powodu wyznaczenie stanu podstawowego jest czasochlonne, zwtaszcza badanie stanéw
wlasnych w szerokim zakresie parametrow, np. oddziatywania g. W takich sytuacjach istnieje
pokusa, aby skomplikowany problem kilkuciatlowy opisa¢ w bardzo prosty sposéb.

Przyktadem takiego podejscia jest uzycie tzw. ansatzu interpolacyjnego (ang. interpolatory
ansatz) zaproponowanego w pracy [41]. Ansatz jest oparty na zatozeniu, ze stan podstawowy od-
dziatujacego uktadu wielu cial moze by¢ bardzo doktadnie przyblizony jako superpozycja pew-
nych dwoéch stanéw wielociatlowych. Pierwszy to stan podstawowy ukltadu nieoddziatujacego,
a drugi to stan podstawowy ukladu w granicy bardzo silnego odpychania. Poniewaz metoda
zostala z powodzeniem zaadoptowana dla uktadéw kwantowych dwéch i trzech czastek (oraz
dla pewnych uktadéw polaronéw zawierajacych do szesciu czastek) [41], naturalnie pojawia sie
pytanie o zasadno$¢ zastosowania powyzszego ansatzu dla wigkszej liczby czastek. Szczegol-
nie ciekawym przypadkiem jest sytuacja, w ktorej masy czastek sg rézne. Niestety w tym wy-
padku znane w literaturze mapowanie Bose-Fermiego [45, 103, 104] nie moze by¢ zastosowane
w celu znalezienia stanu podstawowego odpychajacych sie fermionéw. Niemniej znane jest p6t-
analityczne wyrazenie na stan podstawowy ukladu czterech oddzialujacych czastek w granicy
g — oo o r6znych masach [67]. W ogdlnoSci, wlasciwosci stanu podstawowego dla skoriczonej
wartos$ci oddzialywania g nie moga by¢ znalezione analitycznie (niezaleznie od stosunku mas
sktadnikéw p) i nalezy uzy¢ metod numerycznych lub przyblizonych. Aby odpowiedzie¢ na to
pytanie poré6wnamy przewidywania ansatzu interpolacyjnego z wynikami uzyskanymi droga
numerycznie Scislej diagonalizacji hamiltonianu wielocialowego.

Cze8¢ wynikoéw przedstawiona w tym rozdziale dotyczaca metody ansatzu interpolacyjnego
zostala uzyskana w grupie Nikolaja Zinnera przez Amina Salami Dehkharghaniego w ramach
wspo6lpracy z Uniwersytetem w Aarhus [4].

65
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6.1 Badany uklad

Rozwazmy szczegoblny przypadek bezwymiarowego hamiltonianu (2.1) opisujacego uklad czte-
rech czastek Ny = N| = 2 w zewnetrznym potencjale harmonicznym. W tej konkretnej postaci

hamiltonian (2.1) ma forme:

HZH1+HT+HH, (6.1)

1(0*  0*) 1
H=—|—+—|+=(x*+x3),

1 (0> &2 U
Hy=——|—=+—=|+>05+5),
2u\oy; 0dy;) 2

Hjp=g[6(x1—y1)+6(x1—y2) +6(xa—y1) +6(x2—y2)] .

Znalezienie stanu podstawowego |1/(g)) tego typu hamiltonianu metodq Scistej diagonalizacji
bylo przedstawione i szeroko oméwione w poprzednich rozdziatach. ! Warto podkredli¢, ze ist-
nieja takze inne metody diagonalizacji wykorzystujace efektywne oddziatywanie, ktore dzialajq
bardzo dobrze w caltym zakresie oddzialywan [69, 75], jednak te metody nie zostaly jeszcze roz-
szerzone na przypadek czastek o r6znej masie.

Ansatz interpolacyjny jest oparty na zatozeniu, ze stan podstawowy uktadu |w(g)> dla do-
wolnego oddzialywania g moze by¢ dobrze przyblizony przez odpowiednia superpozycje stanu

podstawowego dwo6ch granicznych przypadkow, tzn.

[w(g)) = |D(g)) = a(g) Do) + B(&) Do), (6.2)

gdzie |®y) jest stanem podstawowym dla g = 0, a |D,) jest stanem podstawowym uktadu cza-
stek odpychajacych sie nieskoniczenie silnie. Wsp6tczynniki a(g) oraz f(g) sa wyznaczone przez
minimalizacje warto$ci oczekiwanej hamiltonianu wielocialowego (6.1) w danym stanie wielo-
cialowym: <(I)(g)| A |(I>(g)>. Zauwazmy, ze stany |®y) oraz |®.,) zwykle nie sg ortogonalne, stad
parametry wariacyjne a(g) oraz 3(g) nie spetniaja naturalnych warunkéw normalizacyjnych,
tzn. |a(g)|? +|B(g)|* # 1. Dokladny opis otrzymywania parametréw wariacyjnych a(g) oraz 5(g)
jest szczegdtowo opisany w pracy [41].

Zaproponowany ansatz wydaje sie by¢ az zbyt prosty, aby mégt dziata¢ poprawnie. Jednak
jak zostato pokazane wczesniej, dla ukladéw o rownych masach czgstek w obu sktadnikach po-
zwala on wyznaczy¢ energie stanu podstawowego z zaskakujaco dobrg dokladnoscia [41]. Oczy-
wiscie otwartym pytaniem, na ktére chcemy znalezZ¢ odpowiedZ w tym rozdziale jest to czy an-

satz przewiduje poprawnie takze inne wtasno$ci stanu podstawowego. Dodatkowo, jesteSmy

'W tym rozdziale bedziemy bada¢ jedynie stan podstawowy, wiec pominiemy dla przejrzystoéci indeks dolny,
tzn. zastosujemy oznaczenie |y) = |yo).
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Rysunek 6.1: Energia stanu podstawowego w funkcji oddzialtywania g przewidziana przez an-
satz interpolacyjny (6.2) (cienka oraz gruba linia ciggla dla stosunké6w mas odpowiednio p =1
oraz ¢ = 10) oraz numerycznie Scistg diagonalizacje hamiltonianu (krzyze oraz kwadraty dla
odpowiednio u =1 oraz u = 10). Przewidywania ansatzu sg widocznie przeszacowanie, a zbiez-
nos$¢ do doktadnych wynikéw raczej staba. Linia przerywana odpowiada numerycznie popra-
wionemu ansatzowi, ktory daje duzo lepsze przewidywania energii. Energia jest dana w natu-

ralnych jednostkach oscylatora harmonicznego fiw, a oddziatywanie w jednostkach /3w /m;.

zainteresowani przypadkiem, gdy czastki r6znych sktadnik6w maja inne masy. Aby znalez¢ ilo-
Sciowe odpowiedzi na te pytania, wykonamy numerycznie $cistg diagonalizacje wielociatowego
hamiltonianu (6.1), znajdziemy jego stan podstawowy |y(g)) w funkcji oddziatywania oraz po-
rOwnamy wlasnosci stanu podstawowego z przewidywaniami ansatzu wariacyjnego.
Przyjmijmy, ze wielocialowg funkcje falowa, ktéra odpowiada stanom |®(g)) oraz |y (g)),
bedziemy oznaczac w reprezentacji potozeniowej odpowiednio jako ®¢(x1, X2; y1, y2) oraz jako
Wg(x1, X2; ¥1, ¥2). Obie wielocialowe funkcje falowe spetniaja nastepujace warunki wynikajace

z fermionowego charakteru sktadnikoéw | oraz {:

Qg (x1,X2; Y1, ¥2) = —DPg (X2, X15 Y1, Y2) = —Pg(x1, X2; ¥2, Y1), (6.3)
Wg (X1, X2; Y1, ¥2) = —Wg(X2, X151, Y2) = —Yg(X1, X2; Y2, Y1)-
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6.2 Ocena ansatzu interpolacyjnego

Ta sekcja jest poSwiecona ocenie tego, jak dobrze wyznaczony jest stan podstawowy |q)(g)>
w poréwnaniu ze $cistym rozwigzaniem numerycznym |w(g)>. Takie por6wnanie jest o tyle
problematyczne, ze nawet jezeli funkcja falowa jest Zle odtworzona, to niektére obserwable
moga by¢ poprawnie wyznaczone w ramach przyblizenia. Wtedy takie przyblizenie moze mieé
duzg warto$c¢. Dlatego podstawg analizy poprawnoS$ci ansatzu interpolacyjnego jest wyznacze-
nie r6znych wielkosci, ktére moga by¢ zmierzone w doswiadczeniu oraz poréwnanie tych wiel-
ko$ci z wynikami uzyskanymi metoda $cistej diagonalizacji. Zanim przejdziemy do bardziej wy-
rafinowanych testéw, nalezy sprawdzi¢ przewidywania wartoS$ci energii stanu podstawowego.
WielkoS¢ ta jest zawsze ograniczona od dotu przez dokltadng warto$¢ energii stanu podstawo-
wego. Co wiecej, moze by¢ mierzona doSwiadczalnie w uktadach kilku ultrazimnych czastek
z bardzo wysoka precyzjq [13, 14].

Poréwnanie energii wyznaczonej za pomocg metody wariacyjnej oraz $cistej diagonalizacji
jest przedstawione na rysunku 6.1. Linia ciagla przedstawia przewidywania ansatzu wariacyj-
nego, podczas gdy krzyze oraz kwadraty odpowiadajg wynikom uzyskanym ze Scistej diagonali-
zacji (szczeg6ly w podpisie do rysunku 6.1). Jest oczywistym, Ze energie musza by¢ odtworzone
w przypadkach granicznych g =0 oraz g — oo i to tez jest widoczne na wykresie. Niemniej w re-
zimie $rednich oddzialywan przewidywane przez ansatz energie sa przeszacowane. Ten wynik
moze sugerowac, ze zalozenie, na ktérym oparta jest metoda, ze stan podstawowy ukladu moze
by¢ modelowany jako prosta superpozycja dwoch granicznych stanéw wielocialowych, moze
nie by¢ spelnione. Jednak ansatz wariacyjny, ktéry zostat uzyty moze by¢ zmodyfikowany tak,
aby odtwarzaé energie duzo doktadniej. Ogélnie rzecz biorac, poprawienie metody polega na
wykorzystaniu informacji o pochodnej energii stanu podstawowego g—g ‘g:oo’ ktérag mozna wy-
znaczy¢ za pomocg metod analitycznych. Bez wdawania si¢ w szczeg6ty opisane w [41], popra-
wione wyniki otrzymane w ramach zmodyfikowanej metody wariacyjnej sq zaprezentowane na
rysunku 6.1 za pomoca linii przerywanych (cienka linia przerywana dla p = 1, a gruba linia prze-
rywanadla p = 10). Widoczna jest zdecydowana poprawa wartos$ci energii stanu podstawowego,
chociaz kosztem utraty informacji o wielociatowej funkcji falowej stanu podstawowego [41].

OczywiScie metoda Scistej diagonalizacji takze nie jest pozbawiona wad, np. wystepuja pro-
blemy z doktadnos$cia w granicy silnych oddzialywan. Jest to zwigzane z faktem, ze energie zbie-
gaja bardzo powoli do doktadnej wartosci wraz ze zwigekszaniem obciecia bazy jednocialowe;j
Nuax- Jednak pelna kontrola nad zbieznoscia jest mozliwa i mozna wyznaczy¢ btad systema-
tyczny zwigzany z numerycznymi przyblizeniami. W przypadku, gdy zbieznos¢ jest bardzo ni-
ska, przydatno$¢ prostego ansatzu interpolacyjnego jest niezwykle uzyteczna.

Dla kazdej metody wariacyjnej majgcej na celu wyznaczenie wielociatowego stanu podsta-
wowego, sama zbiezno$¢ energii nie jest wystarczajaca, aby stwierdzi¢ ze stan kwantowy zostat
dobrze odtworzony. Jedng z metod stwierdzenia czy stan kwantowy zostal w petni odtworzony
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Rysunek 6.2: Wiernos$¢ & (g) miedzy funkcjami falowymi |<D(g)> oraz |1//(g)> stanu podstawo-
wego otrzymanego za pomocg metody wariacyjnej oraz za pomoca Scistej diagonalizacji hamil-
tonianu (6.1) (cienka i gruba linia dla uktadu o stosunku mas odpowiednio p = 1 oraz p = 10).
Z definicji ansatzu (6.2) wynika, ze w granicznym przypadku bardzo silnych oddzialywan oraz
braku oddzialywania wierno$c¢ jest réwna 1, co jest widoczne na rysunku. Dla skoriczonych od-
dzialywan, gdzie przewidywania ansatzu nie sg doktadne, wierno$¢ spada. Wyniki te sugeruja,
ze dla uktadu o r6znych masach niepewnosc jest wigksza niz w przypadku réwnych mas. Od-

dziatywanie jest mierzone w jednostkach y/73w/m;.

jest wyznaczenie wiernosci (ang. fidelity), tzn. rzutu przyblizonego stanu |<I>(g) ) na wielociatowy

stan podstawowy |1//( g)) otrzymany w wyniku metody $cistej diagonalizacj:

F(g) = KD(Q)Iy(ghl. (6.4)

Naturalnie wielko$¢ & ma te wlasnosc¢, ze & (0) = 1 oraz & (co) = 1. Dla skonczonych oddzia-
tywan wierno$c¢ jest mniejsza niz 1 i jest przedstawiona na rysunku 6.2. Zaskakujaco, dla fer-
mionéw o réwnych masach, p = 1 (cienka linia), wierno§¢ & jest bliska jednosci dla dowol-
nego oddzialywania, tzn. funkcja falowa stanu podstawowego jest odtworzona bardzo dobrze.
W najgorszym wypadku, dla oddziatywania g = 2, wierno$¢ nie spada ponizej 98%. Jezeli jednak
stosunek mas w mieszaninie wzrasta (gruba linia), przewidywania ansatzu stajg sie gorsze dla

skoniczonych oddziatywan. Niemniej wiernos¢ & nadal pozostaje stosunkowo duza. Jak widac,
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Rysunek 6.3: Jednocialowy profil gestosci dla oddzialywania g = 2, wyznaczony z dokladnego
stanu podstawowego (linie ciagte) oraz z wariacyjnego stanu podstawowego (linie przerywane).
Profile gestosci sg catkiem dobrze odtworzone metoda ansatzu zaréwno dla uktadu o réwnych
masach py =1 (lewy panel) jak i dla uktadu o r6znych masach p = 10 (prawy panel). W drugim
przypadku przewidywania sg znacznie lepsze dla ciezszego sktadnika (grube linie) niz dla 1zej-
szego sktadnika (cienkie linie). Por6wnanie profili dla 1zejszych sktadnikéw sugeruje, ze jedno-
cialowa gestos¢ przechodzi separacje, ktéra w rzeczywisto$ci jest bardziej gwaltowna niz prze-
widziana przez metode wariacyjng dla tej samej warto$ci oddzialywania. Potozenia i gestosci sq

mierzone odpowiednio w \/fi/(m w) oraz /mw/h.

dla stosunku mas p = 10 nie spada ona ponizej 95%. Ta obserwacja sugeruje, ze pewne wielkoSci
wyznaczone z przyblizonej funkcji falowej stanu podstawowego |CI)(g)> moga mie¢ wartosci bli-
skie do tych otrzymanych metoda dokltadna. Aby sprawdzi¢ te hipoteze poréwnamy przewidy-
wania warto$ci r6znych obserwabli wyznaczone metoda ansatzu interpolacyjnego oraz metoda
Scistej diagonalizaciji.
Przestrzenny profil gestosci czastek danego sktadnika moze by¢ mierzony bezposrednio w do-

Swiadczeniach. Typowo jest to robione przez powtarzanie i uSrednianie jednoczesnego pomiaru
potozen wszystkich czastek. W granicy nieskoriczonej liczby pomiaréw, otrzymane zostana teo-

retyczne wielkosci, ktére mozna wyznaczy¢ z wielociatowej funkcji falowej (ponizsze definicje
sg tozsame z definicjqg (2.21)):

p1(x1) :fdxzfdylfdyzIt//g(xl,xz;yl,yz)lz, (6.5a)

P (y1) =fdxlfdxzfdyzIwg(xl,xz;yl,yz)lz. (6.5b)

Profile gesto$ci (6.5) moga by¢ bezposrednio poréwnane z profilami gesto$ci wyznaczonymi ze
stanu podstawowego ukladu |®(g)) otrzymanego metodg wariacyjng. Poniewaz ansatz opiera
sie na doktadnych funkcjach falowych w granicznych przypadkach (g =01i g = co) to przewi-
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dywania obu metod muszg si¢ pokrywac. Jezeli istniejg jakiekolwiek rozbiezno$ci miedzy prze-
widywaniami, mozna sie¢ ich spodziewa¢ w rejonie oddzialywan, w ktérym wiernos$¢ & (g) jest
znaczaco mniejsza od jedno$ci. Na rysunku 6.3 pokazane sa profile gestoSci wyznaczone dla
funkcji |q)(g)> oraz |u/(g)> dla oddzialywania g = 2, gdzie ansatz interpolacyjny jest najmniej
dokladny (zobacz rysunek 6.2). W przypadku réwnych mas ¢ = 1 (lewy panel na rysunku 6.3),
dokladny profil gestosci jest bardziej ptaski niz profil otrzymany za pomoca metody wariacyjne;j.
To oznacza, ze dla niewielkich oddziatywan w funkcji falowej |®(g)) przeszacowany jest wklad
od nieoddziatujgcej wielocialowej funkcji falowej |Dg).

Gdy wprowadzamy asymetrie mas (prawy panel na rysunku 6.3), przewidywany za pomocg
ansatzu profil gestosci ciezszego sktadnika ma ksztatt bliski doktadnemu profilowi gestosci. Jed-
noczesnie profil gestosci 1zejszego sktadnika jest wyznaczony mniej doktadnie niz dla réwnych
mas (¢ = 1). SprawdziliSmy, ze ten scenariusz jest bardzo ogoélny i nie zalezy od statystyki, tzn.
wyniki sg analogiczne, gdy zaadoptujemy metode wariacyjng dla mieszanin bozonowo-bozo-
nowych oraz bozonowo-fermionowych.

Mimo ze profile gestosci przewidziane przez ansatz wariacyjny r6znig sie¢ od doktadnych
wynikow, te réznice sg w zasadzie niewielkie i nie powinny by¢ istotne przy poréwnywaniu
zwynikami doswiadczalnymi. Okazuje sig, Ze jest tak ze wszystkimi pomiarami jednocialowymi,
ktérych wyniki zakodowane sg w jednocialowej macierzy gestosci. Aby potwierdzi¢ te hipoteze

mozna poréwnac peine jednocialowe macierze gestosci py:

p1(x1, X2) =fdylfdJ/Z|q)g(x1,x2;J/1,J/2)|2, (6.6a)

01(1,¥2) =fdx1fdx2|‘Dg(x1,x2;J/1,yz)|2, (6.6b)

z ich odpowiednikami wyznaczonymi z doktadnego stanu podstawowego |1,U(g)>. Ilo$ciowe po-
rOwnanie jest mozliwe poprzez wyliczenie jakiej$ wielkoSci, ktéra okresla jak dwa stany mie-

szane sg od siebie odlegle. Taka wielkos$cig jest np. wierno$¢ % (g) zdefiniowana nastepujgco:

F1(g) =Tr|\/VPr' Vo), (6.7)

gdzie p i p’ to macierze gestosci, ktore sg poréwnywane. Wielko$¢ ta ma analogiczne wtasno-
$ci do wierno$ci & = |<1//| g >| zdefiniowanej dla stanéw czystych. Dodatkowo, jesli macierze

gestosci reprezentuja stany czyste, tzn. p = |[y) (y|ip’ = [¢') (¥/|, to zachodzi tozsamos¢

F1=Te[\/vop'vB| = (W] v"). 6.8)

Na rysunku 6.4 przedstawiono wiernosc¢ jednociatowg % w funkcji oddziatlywania. Czarna

przerywana linia przedstawia wynik dla przypadku réwnych mas (ze wzgledu na symetrie wy-
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Rysunek 6.4: Wierno$¢ % (g) wyznaczona za pomocg pelnych jednocialowych macierzy ge-
stoSci: na podstawie dokltadnego stanu |w(g)> oraz na podstawie stanu wariacyjnego |<I>(g)).
Czarna przerywana linia przedstawia wynik otrzymany dla obu sktadnikéw, gdy ich masy sg
rowne p = 1. Przypadek r6znych mas (u = 10) jest przedstawiony za pomocg grubej niebieskiej
oraz czerwonej linii, odpowiednio dla ciezszego oraz lzejszego sktadnika. O$ pionowa ma duzo
wezszy zakres niz wierno$¢ & przedstawiona na rysunku 6.2, co oznacza, ze na poziomie jed-
nociatlowym wyniki sg duzo bardziej zgodne niz wynikatoby to z obserwacji wiernosci .%. Od-
dziatywanie jest mierzone w jednostkach y/73w/m,;.

nik ten nie zalezy od rodzaju skladnika). W przypadku mieszaniny o stosunku mas u = 10 wier-
nos$c¢ jest wykreslona za pomocg grubej niebieskiej oraz cienkiej czerwonej linii dla odpowiednio
sktadnika ciezszego oraz lzejszego. Rysunek ten zgadza sie z prawym panelem rysunku 6.3 po-
twierdzajac tym samym obserwacje, ze wielkoS$ci jednociatowe wyznaczone dla ciezszego sktad-
nika beda bardziej doktadne niz w przypadku uktadu o tych samych masach. Z drugiej strony
dokladno$¢ obserwabli jednociatowych dla 1zejszego sktadnika mocno spada. Warto zwr6cic
uwage na to, ze o$ pionowa na rysunku 6.4 przedstawia duzo mniejszy zakres niz o$ na rysunku
6.2. To oznacza, ze wierno$¢ % (g) wyznaczona z jednociatowych macierzy gestosci ma wyzsza
warto$c¢ niz & (g). Oznacza to, ze proponowane wariacyjne funkcje falowe ®¢ (x1, x2; y1, y2) moga
by¢ bezpiecznie uzywane do przewidywania dowolnych wilasnosci jednoczastkowych uktadu
o tych samych lub r6znych masach. Wynik ten sugeruje takze, ze wyzsze funkcje korelacji moga
by¢ duzo gorzej odtworzone przez ansatz.
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Rysunek 6.5: Dwucialowy profil gestos$ci C(x, y1) obliczony w stanie podstawowym uktadu dla
réznych fermionéw za pomoca obydwu metod dla oddzialywania g = 2. Przewidywania me-
tody wariacyjnej (prawe panele) sg zbiezne z przewidywaniami $cistej diagonalizacji (lewe pa-
nele) zaré6wno dla tych samym mas p = 1 (gérne panele) jak i dla uktadéw o r6znych masach
1 =10 (dolne panele). Jednak w przypadku ansatzu prawdopodobienistwo znalezienia obu fer-
mionéw w Srodku pulapki jest przeszacowane. Ta obserwacja ma takze konsekwencje w jed-
nociatowych profilach (prawy panel na rysunku 6.3), gdzie niedokladna separacja gestosci jest
przewidziana za pomocg metody wariacyjnej. Potozenia i gesto$ci dwuciatowe sag mierzone od-

powiednio w /ii/(m w) oraz myw/h.

Naturalnym, kolejnym krokiem oceny ansatzu jest poré6wnanie korelacji miedzyczastkowych,
ktére wykraczajg poza opis jednocialowej macierzy gestoSci. Korelacje tego typu sg z reguly
czute na zmiany wielocialowej funkcji falowej, wiec nie jest oczywistym, ze ansatz interpola-
cyjny odtwarza korelacje wielociatowe poprawnie. Skoncentrujemy si¢ zatem na najprostszej
korelacji dwuciatowej tzn. profilu gestosci dwuciatowej C(x;, y;) pomiedzy sktadnikami (zobacz
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definicje (2.22)), ktory dla uktadu czterech cial sprowadza si¢ do:

C(x1, 1) :fdxzfdyz|1//g(x1,x2;y1,y2)|2- (6.9)

Profile gestosci dwuciatowej oddzialujacego uktadu czterech fermionéw o réwnych oraz réz-
nych masach sg przedstawione odpowiednio na gérnych i dolnych panelach rysunku 6.5. Tak jak
w przypadku profiléw gestosci jednociatowej, zaprezentowane wyniki sg otrzymane dla oddzia-
tywania g = 2 odpowiadajacego najnizszej wartosci wiernosci &. Mozna zauwazy¢, ze wyniki
uzyskane za pomocg metody wariacyjnej sg jakoSciowo zgodne z wynikami Scistymi. Niemniej
widoczne sg pewne roznice, zwlaszcza dla ukladu o réznej masie p = 10. Po pierwsze, profile
gesto$ci par uzyskane metoda ansatzu sg bardziej rozmyte niz profile otrzymane metoda Scislej
diagonalizacji. Dodatkowo, dla uktadu o r6znych masach, doktadne prawdopodobienistwo zna-
lezienia obu czastek w Srodku putapki, w przeciwienistwie do przewidywan metody wariacyjne;j,
gwaltownie spada do zera dla wigkszego stosunku mas p. Ta obserwacja jest w zasadzie jedyna,
ktéra sprawia, ze wyniki eksperymentalne moga znaczaco rézni¢ sie od przewidywan ansatzu
wariacyjnego.

Jednym z mniej oczywistych sposobéw poréwnywania wynikéw otrzymanych r6znymi me-
todami jest sprawdzanie przewidywan obsadzen jednocialowych orbitali modelu nieoddziatu-
jacego (2.9). Aby te obsadzenia wyznaczy¢, wygodnie sie postuzy¢ wektorami wielociatowymi
|kl; mn) zdefiniowanymi za pomoca orbitali jednociatowych ¢y, :

|kl;mn) = d{(pkl (x1) Q1) (x2) my (y1) <pm(yz)}, (6.10)

gdzie «/{.} jest operatorem antysymetryzacji w odpowiedniej podprzestrzeni nierozréznialnych
fermionow i zapewnia ze:
|kl;mn) = —|lk;mn) = —|kl;nm). (6.11)

W zwigzku z powyzszym obsadzenia jednocialowe orbitali dla stanu podstawowego uktadu |y (g))
wyznaczonego Scisle sg zdefiniowane jako:

@k =Y. [<kl; mnly(g)], (6.12a)
Imn

@,m) =Y [kl mnly (@) . (6.12b)
kin

Dla stanu podstawowego |P(g)) uzyskanego za pomocg ansatzu definicje sq analogiczne. Wiel-
koSci (6.12) sg bardzo wazne, poniewaz mogga by¢ one mierzone doswiadczalnie w uktadach
ultrazimnych atomoéw przez odpowiednig zmiane ksztaltu zewnetrznego potencjatu [17]. Stad
dokladne odtworzenie tej wielko$ci przez ansatz moze by¢ wazne z eksperymentalnego punktu
widzenia.
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Rysunek 6.6: Prawdopodobienstwa &2 (k) oraz 27; (k) znalezienia pojedynczego fermionu w da-
nym orbitalu jednoczastkowym k w funkcji oddziatywania g. Przewidywania metody waria-
cyjnej (linia szara ciagla dla k = 0, czarna przerywana dla k = 1, czarna ciagla dla k = 2 oraz
szara przerywana dla k = 3) sa mniej wiecej zgodne z wynikami $cistej diagonalizacji (krzyze
dla k = 0, kwadraty dla k = 1, okregi dla k = 2 oraz tréjkaty dla k = 3). W granicy znikajacego
oddzialywania g fermiony mogq byc¢ znalezione jedynie w dwoch najnizszych orbitalach k=0
oraz k = 1. Gdy oddzialywania sg obecne, inne orbitale jednoczastkowe kontrybuujg do stanu
podstawowego uktadu. Niemniej dla uktadéw z asymetrig mas i silnych oddziatywan, metoda
wariacyjna przewiduje zbyt szybki spadek wktadu do orbitalu podstawowego ponizej wktadu

drugiego wzbudzonego orbitalu. Oddziatywanie jest mierzone w jednostkach y/ 3w/ m;.

Na rysunku 6.6 przedstawiamy prawdopodobienistwa (6.12) wyznaczone dla kilku najniz-
szych jednociatowych stanéw w funkcji oddziatywania g dla réwnych mas p =1 (gérne panele)
oraz r6znych mas p = 10 (dolne panele). Wyniki oparte na metodzie wariacyjnej (linie ciagte
i przerywane) sq por6wnane z prawdopodobienstwami otrzymanymi za pomoca metody Scislej
diagonalizacji (kwadraty, krzyze, etc.). OczywiScie, w przypadku uktadu o réwnych masach, oba
rodzaje fermion6w maja dokladnie te same prawdopodobienstwa 22| (k) = £7; (k). W przypadku
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braku oddziatywania g = 0, czastki mogg by¢ znalezione tylko w dwéch najnizszych stanach (od-
powiednio szare ciagte linie oraz krzyze lub czarne przerywane linie oraz kwadraty dla stanéw
z k =0lub k =1). Wraz ze wzrostem oddziatywania, oba prawdopodobienstwa zmniejszajg sie
i wyzsze stany jednociatowe sg cze$ciowo obsadzone. W tym przypadku przewidywania metody
wariacyjnej, mimo ze niedoskonate, odtwarzaja wyniki metody $cistej catkiem dobrze.

Sytuacja zmienia si¢ wyraznie, gdy rozwazamy mieszanine r6znych mas. W takim przypadku,
przewidywania obu metod sg zgodne tylko dla ciezszego sktadnika. Dla l1zejszego sktadnika ob-
sadzenie nizszych orbitali jednocialowych spada zbyt wolno dla matych oddzialywan. Z drugie;j
strony dla silniejszych oddziatywan (w poblizu g = 2) spadek obsadzen jest za szybki. Ponadto
zgodnie z przewidywaniami ansatzu dla pewnej wartosci oddzialywania obsadzenie orbitalu
podstawowego jest mniej prawdopodobne niz obsadzenie trzeciego stanu jednocialowego (dla
oddzialywania g = 5), podczas gdy metoda Scistej diagonalizacji wskazuje, ze r6wne obsadzenia
wystepuja przy oddziatywaniu wiekszym, tzn. g = 7. Niemniej r6znice miedzy przewidywaniami
Scistej diagonalizacji, a podejSciem wariacyjnym nie powinny by¢ istotne w kontekscie ekspe-
rymentalnym. To oznacza, ze takze w wypadku ré6znych mas uktadéw, ansatz wariacyjny moze
by¢ z powodzeniem uzyty do jakoSciowego opisu obsadzen orbitali jednoczastkowych.

6.3 Konkluzje

W tym rozdziale poréwnane zostaty przewidywania ansatzu interpolacyjnego wprowadzonego
w pracy [41] z metoda $cistej diagonalizacji hamiltonianu wielocialowego (6.1) dla uktadu czte-
rech czastek. Zaskakujaco proste zatozenie, ze stan podstawowy fermion6w moze by¢ przybli-
zony za pomocg superpozycji jedynie dwéch stanéw wielociatowych opisuje dobrze wiele wia-
snoéci takiego uktadu kilku czastek. Jest to prawda zaréwno dla uktadu o réwnych masach jak
i o r6znych masach. Oczywiscie tak prosty ansatz nie dziata doskonale w pelnym zakresie od-
dzialywan, ale odchylenia od doktadnych warto$ci obserwabli sg niewielkie.

Mimo, ze zaprezentowane wyniki dotycza mieszanin fermionowych, aby uzyskac¢ szerszy
oglad problemu ansatzu wariacyjnego, warto rozwazy¢ r6zne rodzaje mieszanin czterech cza-
stek. Obie metody, tzn. ansatz wariacyjny oraz podejscie Scistej diagonalizacji, moze by¢ tatwo
zaadoptowane do mieszanin dwoch rodzajow bozonéw lub mieszaniny bozonéw z fermionami.
Formalnie jedyng réznicg jest zadbanie by odpowiednie warunki (anty)przemiennoSci (6.11)
byly natozone na wielociatowa funkcje falowa. Te niewielkie zmiany czesto maja decydujacy
wplyw na otrzymane wyniki. Silnie oddziatujace stany o réwnych masach w mieszaninach Bose-
Fermiego byly tematem badan w ostatnim czasie [105-107].

Aby zwiekszy¢ doktadno$c¢ przewidywan mozna skonstruowac wariacyjng funkcje prébna (6.2),

rozszerzong o dodatkowy stan wielocialowy. Na przyktad o stan podstawowy |®,) otrzymany dla
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oddziatywania g = 2,w ktérym doktadnos¢ jest niska:

|D(8)) = a(8) Do) + B(8) [Doo) +Y(8) D). (6.13)

Mimo, ze takie rozszerzenie jest mozliwe, zawiera ono trudno$¢ w postaci znalezienia dodat-
kowego stanu wielocialowego |®,), ktére zwykle musi by¢ wykonane nie analitycznie, lecz za
pomocg metod numerycznych. Poza tym, problem minimalizacji staje si¢ bardziej skompliko-
wany. To sprawia, ze cate piekno i prostota idei uzytego ansatzu znika. Niemniej ten kierunek

rozwoju moze by¢ nieunikniony, jezeli bedziemy chcieli rozwazy¢ wieksza liczbe czastek.



Podsumowanie

W rozprawie zostato pokazane, ze réznica mas ultrazimnych fermionéw w dwusktadnikowej
mieszaninie zasadniczo zmienia witasnosci uktadu, prowadzac do zupetnie nowych zjawisk. Dzieki
zastosowaniu numerycznej metody Scistej diagonalizacji zostaly znalezione widma energetyczne
oraz wielocialowe stany wlasne hamiltonianu uktadu kilku silnie oddziatujgcych czastek.

Pokazano, ze uktady fermionéw o r6znych masach posiadaja obnizona symetrie ze wzgledu
na zamiane czastek, co powoduje czesSciowe zniesienie degeneracji w widmie energetycznym
w granicy silnych oddziatywan. Dla fermionéw uwiezionych w putapce harmonicznej mozliwe
jest odseparowanie ruchu Srodka masy uktadu od ruchu wzglednego. Te wtasnos§¢ wykorzystano
do badania widma uktadu fermionéw otrzymanego w uktadzie Srodka masy, a takze do zdefinio-
wania niezmiennikéw, ktére moga by¢ przydane do klasyfikowania stanéw kwantowych.

Efekt r6znych mas jest widoczny nie tylko na poziomie widma wielocialowego, ale takze
w jednociatowych profilach gestosci stanu podstawowego. W putapce harmonicznej, w stanie
podstawowym ciezkie fermiony pozostaja w Srodku, natomiast lekkie dziela sie na dwie czesci
i s wypychane na zewnatrz pulapki. Co wiecej, separacja zachodzi nie tylko w stanie podsta-
wowym, ale moze by¢ zaobserwowana w przypadku wystepowania niedoskonato$ci przygoto-
wania stanu podstawowego. Obecno$¢ niedoskonatosci zostalo modelowane za pomoca stanu
termicznego. Podobne zjawisko separacji przestrzennej wystepuje takze w uktadzie fermionow
umieszczonych w potencjale jednowymiarowej studni prostokatne;j. Jednak w tym wypadku se-
paracja ma inny charakter: to lekkie czastki pozostajg w Srodku, a ciezkie dzielg sie i zostajq
wypchniete na zewnatrz putapki.

Nastepnie pokazano, ze zmieniajac adiabatycznie ksztalt zewnetrznej putapki ze studni pro-
stokatnej do oscylatora harmonicznego, typ separacji przestrzennej stanu podstawowego ulega
zmianie. Im silniejsze jest odpychanie w uktadzie czastek, tym przej$cie miedzy uporzadkowa-
niami jest gwattowniejsze. WykazaliSmy, ze badane przejsScie miedzy dwoma typami uporzadko-
wania wykazuje podobienistwo do kwantowych przej$¢ fazowych. Dzieki temu mozna je anali-
zowac wykorzystujac techniki znane z teorii kwantowych przejs¢ fazowych. Metody te pozwalaja
na wyznaczenie krytycznego ksztattu putapki, dla ktérego w granicy nieskoriczonego odpycha-
nia zachodzi zmiana typu separacji.

W ostatniej cze$ci rozprawy zbadano doktadno$¢ znanej w literaturze metody, tzw. ansatzu

78
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interpolacyjnego, pozwalajacej na wyznaczenie przyblizonego stanu podstawowego dla skon-
czonych oddziatywan. W tym celu poréwnano dla przypadku czterech czastek przyblizony stan
podstawowy ze stanem wyznaczonym metodg Scislej diagonalizacji. Dokladno$¢ ansatzu zo-
stala zweryfikowana przez poréwnanie wielko$ci, ktére moga mie¢ znaczenie eksperymentalne.
W rozprawie pokazano, ze uktad czterech czgstek moze by¢ z powodzeniem opisany jako super-
pozycja wielociatlowego stanu nieoddziatujgcego oraz stanu w granicy nieskoriczonego odpy-
chania, o ile interesuja nas jedynie obserwable jednociatowe. Nowa metoda musi by¢ uzywana
ostroznie, jezeli jesteSmy zainteresowani wyzszymi funkcjami korelacji. Niemniej, biorgc pod
uwage prostote ansatzu, moze by¢ on by¢ bardzo przydatny.

Zaprezentowane w rozprawie wyniki jednoznacznie pokazuja, ze r6zne masy atomoéw po-
szczegoblnych sktadnikéw w mieszaninie fermionéw zmieniajg wlasnosci uktadu i sa bezposred-

nig przyczyna nowych zjawisk.
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